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第 1章 群、环、体、域的基本概念

1.0 预备知识

定义：集合到自身的映射称为变换。

集合 A,B 的笛卡儿积：a∈A，b∈B，构成集合(a,b)，记为 A×B。
集合 A上的一个二元运算是 A×A→A 的一个映射。

A上的一个二元关系定义为 A×A 的子集。（注意：不需要映射到 A 本身！）

二元关系 R 如果满足：1°反身性，即 aRa；2°对称性，即 aRb bRa；3°传递

性，即 aRb，bRc aRc，则称 R 为 A 上的一个等价关系，互相等价的元素组成的

A的子集构成一个等价类。任意两个不同等价类的交为空集，从而 A 等于所有等

价类的无交并。等价关系用"~"表示，A中等价类组成的集合记为 A/~。
1.1 群的基本概念

定义：非空集合 G 上定义了一个二元关系·，满足：1°结合律，即(a·b)·c=a·(b·c)；

2°幺元存在，即存在 e∈G 使得 e·a=a·e=a；3°逆元存在， ba  , 使 a·b=b·a；

则称 G 关于运算·构成一个群，记为(G,·)。
交换群：满足 a·b=b·a，又称 Abel 群。

群的幺元唯一，逆元唯一，且满足消去率（由逆元存在保证）。

阶：群所含元素的个数，记为|G|。|G|有限称为有限群，否则称为无限群。

群的示例：n 次单位根群；剩余类群；一般线性群，GLn(K)，n阶可逆阵；特殊线

性群，SLn(K)，n 阶行列式 1 的矩阵；正交群；酉群；图形 T 的对称群，二面体

群；全变换群，S(M)，非空集合 M到自身的双射。

对称群：M是有 n 个元素的集合，S(M)称为 n级对称群，记为 Sn。

n元置换： jj  )( ，记为 
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轮换： },,2,1{,,, 1 niiS tn   ，如果 1)(  kk ii (规定 11 iit  )，那么称 是一个

轮换，规定 t 为该轮换的长度。长度为 2 的轮换称为对换。两个轮换(i1,…,it)和
(j1,…,js)称为不相交的，如果 ik≠jm， k,m。

不相交的轮换满足交换律。

对称群中任一不等一幺元的元素都可以唯一地分解为不相交的轮换的乘积。又因

为轮换可以分解为对换的乘积，从而任意置换都可以分解为对换的乘积。

任一给定的置换分解为对换的乘积时出现的对换的个数的奇偶性不变。（这是因

为每出现一次对换，逆序数改变一个奇数）。偶置换关于映射的乘法下也构成群，

称为 n级交错群，记为 An。

设 H为群 G 的非空子集，如果 H在 G 的运算下构成群，则称 H为 G 的子群，记

作 H≤G。子群的等价命题：1°任意 a,b∈H，a·b∈H 且 a-1∈H；2°任意 a,b
∈H，ab-1∈H（或 a-1b∈H）。

注意：证明子群时请先验证非空性。

https://www.math.pku.edu.cn/jsdw/js_20180628175159671361/x_20180628175159671361/69981.htm
https://wqgcx.github.io/
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群的乘积：H,K 是 G 的子集，规定 H,K 的积为 HK={hk|h∈H,k∈K}。如果 K={a}，
简记为 aH或 Ha。规定 H-1={h-1|h∈H}，Hn={h1h2…hn|hi∈H}。

从而 H是子群的充要条件是：1°H2H 且 H-1H；2°HH-1H（或 H-1HH）。

设 G 是群，MG，称 G 的所有包含 M的子群的交为由 M生成的子群，记作<M>。

<M>={e,a1a2…an|ai∈M∪M-1，n=1,2,…}。
如果<M>=G，我们称 M 为 G 的一个生成系，或称 G 可由 M生成。仅由一个元素

生成的群叫做循环群，由有限多个元素生成的群叫做有限生成群。

定义<a>的阶为元素 a 的阶，记作 o(a)。o(a)是满足 an=e的最小正整数，ao(a)=e。
用子群 H给出 G 上的一个等价关系~，a~b：存在 h∈H，使得 a=bh。
陪集：H≤G，形如 aH的子集称为 H 的左陪集，Ha 的子集称为 H 的右陪集，分

别记为 G/H 和 H\G。
注意：aH的陪集代表 a 可以有很多。如果 b∈aH，那么 aH 也可以用 bH来表示，

这是因为 bH=aHH=aH。

显然 
*

aH

aHG  。（等价类的无交并）。H 的左陪集的个数称为 H在 G 中的指数，

记为|G:H|。注意到 f:H→aH，h→ah 是双射（定义知满射，ah1=ah2左乘 a-1知单

射）。从而左右陪集个数相等。

Lagrange定理：设 G 是有限群，H≤G，则|G|=|G:H||H|。特殊地，取 H={a}，由

于必有 o(a)||G|，从而必有 a|G|=e。

正规子群：H≤G，如果 aH=Ha， a∈G，称 H为 G 的正规子群，记为 HG。（使

得左陪集的乘积仍是左陪集）。显然{e}和 G 都是正规子群。如果没有其他正规

子群，则称 G 为单群。

正规子群的等价条件：1°a-1Ha=H， a∈G；2°a-1ha∈H， h∈H，a∈G。
商群：设 G 是群，H 是正规子群，则 H 的陪集在乘法下构成群，称为 G 关于 H
的商群，记作 G/H。
例：Z/nZ={0+nZ,1+nZ,…,n-1+nZ}相当于：对于任意元素 k∈{0,1,…,n-1}，k+nZ 随
着 Z 的变化把所有 mod n余 k的数都过了一遍，从而商群只有 n 个元素。

群同态：群 G→群 G1的映射 f 保持群运算，即 f(ab)=f(a)f(b)。单射称为单同态，

满射称为满同态，双射称为同构，记为。

以后我们用 End(G)表示 G 的自同态的集合，用 Aut(G)表示自同构的集合。End(G)
是一个幺半群，而 Aut(G)是自同构群；若 G 是 Abel 群，则 End(G)构成一个环。

容易验证，群同态 f把幺元映射成幺元，把 a 的逆元映射成 f(a)的逆元。

我们把 f(G)称为映射 f 的像，记为 Im f；把 e1的原像称为 f 的核，记为 Ker f。
G→G1的群同态 f单的充要条件是 Ker f ={e}。
f是 G→G1的群同态，则 Im f 是 G1的子群，Ker f是 G 的正规子群。

同态基本定理：f:G→G1是群同态，则 G/Ker f Im f。
推论：若 f:G→G1是满同态，则 G/Ker f G1。

左平移：任一 a∈G，存在变换 L(a):G→aG，g→ag 称为 a 引起的 G 的左平移。容

易看出 L(a)L(a-1)=L(a-1)L(a)=idG。L(G)≤S(G)。
Cayley 定理：任一群都同构于某一集合上的变换群。（将 a 映射成 L(a)）上述的
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L(G)称做群 G 的左正则表示。类似定义右平移与右正则表示。

典范同态：设 G 是群，H 是 G 的正规子群，则 g:G→G/H，a→aH 是群同态，称

为 G 到 G/H 的典范同态。

第一同构定理：在典范同态(G→G/H,a→aH)下，1°G 的包含 H的子群与 G/H 的

子群在 g 下一一对应；2°在此对应下，正规子群对应于正规子群；3°若有 K

是 G 的正规子群且 H K，则 G/K (G/H)/(K/H)。

第二同构定理：设 G 是群，H 是 G 的正规子群，K 是 G 的子群，则 1°HK 是 G
的子群，H∩K 是 K 的正规子群；2°(HK)/H K/(H∩K)。
直和：设 G1,G2 是群，在笛卡尔积 G1×G2 上定义运算为按分量进行，即对于

(a1,b1),(a2,b2)∈G1×G2，定义(a1,b1)(a2,b2)=(a1a2,b1b2)，则 G1×G2在此运算下构成

群，称为 G1与 G2的直和，记为 G1⊕G2，G1和 G2称为 G1⊕G2的直和因子。

定理：设 G 是群，H,K 是 G 的正规子群，G=HK，则下述四条等价：1°映射 f:H⊕K
→G，(h,k)→hk 是同构；2°G 的任一元素表为 H 与 K 的元素的乘积的表示法唯

一；3°G 的幺元表为 H与 K 的元素的乘积的表示法唯一；4°H∩K={e}。
推广：设 G 是群，H1,H2,…,Hn是 G 的正规子群，G=H1H2…Hn，则下述四条等价：

1°映射 f:H1⊕H2⊕…⊕Hn→G，(h1,h2,…,hn)→h1h2…hn是同构；2°G 的任一元素

表为 H1,H2,…,Hn的元素的乘积的表示法唯一；3°G 的幺元表为 H1,H2,…,Hn的元

素的乘积的表示法唯一；4°Hi∩(H1,H2,…,Hi-1,Hi+1,…,Hn)={e}。
G1,G2是 G1⊕G2的正规子群。

一般而言，设 Gi(i∈I 是指标集)是群，令 G 为集合 Gi的笛卡尔积，在 G 上定义运

算为按分量进行，所得到的群称为 Gi的直积，记为
Ii

iG ，Gi称为 G 的直积因子。

群 G 的子群{(…,ai,…)|ai∈Gi,除有限多个 i 之外都有 ai=ei}构成
Ii

iG 的子群，此子

群称为 Gi的直和，记为
Ii

iG


。当 I 为有限集时，直积与直和的概念一致。

注意：在群同态 fi:Gi→
Ii

iG ，ai→(…,e,ai,e,…)中，直和的任一元素都可以表为

fi像的和，但当 I 是无限集时直积却不具有这样的性质。

1.2 环的基本概念

设 R 是一个非空集合，在它上面定义了“+”,“·”两种运算，满足：1°(R,+)
构成 Abel群；2°乘法结合律；3°乘法单位元存在；4°乘法分配律。则称 R 是

一个环，记为(R;+,·)或 R。如果环 R 还满足乘法交换律，则称该环为交换环。

设 R 是一个环，则 1°0a=a0=0；2°(-a)b=a(-b)=-(ab)。
设 R 是一个环，如果 ab=1，则称 a 是右可逆的，b 是 a 的一个右逆元；称 b 是左

可逆的，a 是 b 的一个左逆元。如果 ab=ba=1，则称 a 是可逆的，b 是 a 的一个

逆元。

设 R 是一个环，如果 a 既有左逆元又有右逆元，则 a 左逆元与右逆元相等，并称

a可逆。

设 R 是一个环，对于 a∈R，如果存在一个 b≠0∈R 使得 ab=0，则称 a 是 R 的一

个左零因子；类似定义右零因子。如果 a 是左零因子或右零因子，则称 a 是零因

子。

设 R 是一个没有非零零因子的交换环，且 R 中至少包含两个元素 0和 1，则称 R
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是一个整环或整区。

设 R 是一个环，如果子集 SR 如果按照 R 的运算构成环，且要么 S 包含 1R要么

S={0}，则称 S 为 R 的一个子环。

设 R 是一个环，I 是 R 的加法子群，并且对于任意的 r∈R 都有 rI I(Ir I)，则称

I 是 R 的一个左（右）理想。如果 I 同时是左理想和右理想，则称 I 为 R 的一个（双

边）理想。容易看出，子环的交是子环，理想的交、和是理想。

设 R 是一个环，M R，则称 R 的所有包含 M 的理想的交为由 M 生成的理想，

记为(M)。容易看出，(M)={0, 
finite

kkkjjii rmrrmmr ''' }。如果 R 是幺环，则(M)={0,


finite

mrr ''' }；如果 R 是交换幺环，则(M)={0,
finite
rm }。规定( )={0}。

如果(M)=I，则称 M 是 I 的一个生成系（生成元集）。由有限个元素生成的理想

称为有限生成理想，一个元素生成的理想称为主理想。

设 R 是一个环，I 是 R 的一个理想，则陪集集合 R/I={r+I|r∈R}在下列运算：1°
(r+I)+(s+I)=(r+s)+I；2°(r+I)(s+I)=(rs)+I；上构成一个环，称为 R 关于 I 的商环。如

果 I=R，则 R/I={ R0 }是零环；如果 I＜R，则 R/I={ R0 , R1 ,…}。

环 R 到环 R1的映射 f:R→R1，如果满足对于任意 a,b∈R 都有 f(ab)=f(a)f(b),f(a+b)=
f(a)+f(b)且 f(1)=1，则称 f是环 R 到环 R1的一个同态。环同态 f 如果又是单射（满

射）则称 f 是单（满）同态，既单又满的同态称为同构。如果存在环 R 到环 R1

的同构映射，则称 R 和 R1是同构的，记为 R~R1。

对于一个同态 f:R→R1，用 im f 或 f(R)表示 f 的像，而称 Ker(f)={a|f(a)=0}。则 im f
≤R1，ker f 是 R 的理想。

设 f:R→R1是环同态，则 f是单射当且仅当 ker f={0}，这里 0 是 R 的零元。

同态基本定理：设 f:R→R1是环同态，则 R/ker f~im f。
第一同构定理：设 R 是环，I 是 R 的理想，则在典范同态 f:R→R/I,a→a+I 下，1°
R 的包含 I 的子环与 R/I 的子环在 f 下一一对应，这种对应保持包含关系（称为是

格对应）；2°R 的包含 I 的理想与 R/I 的理想在 f 下一一对应；3°若 J是 R 的理

想，且 I J，则 R/J~(R/I)/(J/I)。
第二同构定理：设 R 是环，I 是 R 的理想，S≤R 是 R 的非零子环，则：1°S+I≤
R，S∩I 是 S 的理想，I 是 S+I 的理想；2°(S+I)/I~S/S∩I。
设 R1,R2是环，在它们的笛卡尔积上定义运算如下：对于(a1,b1),(a2,b2)∈R1×R2，

定义(a1,b1)(a2,b2)=(a1a2,b1b2)，(a1,a2)+(b1,b2)=(a1+a2,b1+b2)，则 R1×R2在此运算下构

成一个环，称为 R1与 R2的（外）直和，记为 R1⊕R2。R1和 R2称为 R1⊕R2的直和

因子。(e1,e2)是 R1⊕R2中的单位元，(a,b)∈R1⊕R2可逆当且仅当 a∈R1,b∈R2均可

逆。

设 R 是环，I1,I2是 R 的理想，R=I1+I2。则下述四条等价：1°f:I1+I2→R,(a,b)→a+b
是同构；2°R 的任一元素表示为 I1与 I2的元素的和表示法唯一；3°R 的 0元表

示为 I1与 I2的元素的和表示法唯一；4°I1∩I2={0}。R 称为理想 I1,I2的（内）直和，

也记为 R=I1⊕I2，I1和 I2称为 R 的直和因子。

1.3 体、域的基本概念

设 D是一个非零环，如果 D 中每个非零元素可逆，则称 D是一个体（可除环）。

交换的体称为域。一个域（或体）的子环是域则称之为子域（子体）。
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对于环 R，我们通常用 R*表示 R 中的非零元组成的集合，而用 RX表示 R 中可逆

元组成的子集合。若环 D是体，等价于 D*=DX。

交换环 D是域的充分必要条件是 D 只有{0}、D 两个理想。（利用逆的性质）

例：代数数域 Q[α]，α是不可约 n 次有理系数多项式的根，Q[α]≌Q[x]/(f(x))。

p-进数域：考虑 a=
2

1

z
z

∈Q，我们有 a=pe

4

3

z
z

with (z3z4,p)=1。我们定义 a 的 p-进绝

对值为|a|p=p-e，规定|0|p=0。满足以下性质：1°|a|p≥0；2°|ab|p=|a|p|b|p；3°
（强三角不等式）|a+b|p≤max{|a|p,|b|p}。一个由有理数组成的无穷序列{a1,a2,…}
称为 p-进 Cauchy序列，如果对|am-an|p满足 Cauchy性质。以 S记 Q中所有 Cauchy
序列组成的集合，定义 S 中二元关系~为(a1,a2,…)~(b1,b2,…)，if |an-bn|p→0 with
n→+∞。容易证明~是一个等价关系。在商集 S/~上平凡地定义"+","·"运算，即

),,(),,(),,( 22112121  bababbaa  ， ),,(),,(),,( 22112121  bababbaa  ，

容易验证该运算是良定义的，且利用 Q 是域容易证明 S/~也是域，称为 p-进数域，

记为 Qp。令 T={(atpt,atpt+at+1pt+!,…)|t∈Z,0≤ai≤p-1}。容易证明   ~,/ ttST  是

一个双射。从而可记 Qp={ 10,| 




paZtpa i
ti

i
i }，其中任意两个元素的四则

运算的结果的 pi系数都可以在有限步骤内确定。对于 p
ti

i
i Qpaa 





，规定|a|p=

p-t。p-进绝对值可以被 p-进赋值等价刻画，定义 vp(a)=t，vp(0)=∞。对应满足性质：

1°vp(a)∈Z∪{∞}；2°vp(ab)=vp(a)vp(b)；3°vp(a+b)≥min{vp(a),vp(b)}。容易验证

R={a∈Qp||a|p≤1}={a∈Qp|vp(a)≥0}构成环，称为 p-进整数环，记为 Zp。R 有理

想 I={a∈Qp||a|p＜1}={a∈Qp|vp(a)＞0}，称为 Qp的赋值理想。K=R/I 称为 Qp的剩

余域，是 p元有限域。

四元数体：形如 a+bI+cJ+dK，a,b,c,d∈R（实数域）。在环 M2(C)中理解为：1= 







1   0
0   1

，

I= 







i

i
    0

0    
，J= 








 0   1

1    0  
，K= 








0    

    0
i

i
，I2=J2=K2=-1，IJ=K=-JI，JK=I=-KJ，KI=J=-KI。

给定两个域 F,F1，环同态 f:F→F1称为一个从域 F 到域 F1的同态（显然该同态一定

是单的，这是也称 f 是一个从 F到 F1的嵌入）如果同态 f 是满射，则称 f是一个

从 F 到 F1的同构；如果存在 F 到 F1的同构映射，则称 F 与 F1是同构的，记为 F~F1。
没有更小子域的域称为素域。

设 F 是域，使得 n·1=0的最小正整数 n 称为 F 的特征，如果不存在这样的正整

数，称 F 的特征为 0。F 的特征记为 char(F)。
设 F 是域，如果 char(F)>0，则 char(F)必为素数。

设 F 是域，如果 char(F)=0，则 F 包含的最小子域与 Q 同构，如果 char(F)=p>0，
则 F 包含的最小子域与 GF(p)=Z/pZ同构。

第 2章 群



6

2.1 几种特殊类型的群

无限循环群同构于整数加法群 Z，有限循环群同构于某个商群 Z/mZ。
循环群 G 的子群是循环群。若 G 是无限循环群，则 G 的子群与非负整数一一对

应，每个 s 对应于子群<as>；若 G 是 m 阶有限循环群，则 G 的子群与 m 的正因

子一一对应，d对应于 G 的子群<am/d>。
G 是 Abel群，a,b∈G，o(a)=m，o(b)=n 且(m,n)=1。则 o(ab)=mn。
设 G1,G2分别是 m,n 阶循环群，则 G1⊕G2是 mn 阶循环群。

有限 Abel群 G 存在一个元素 g，它的阶数是群 G 的方次数，即 o(g)=exp(G)。
设 G 是有限 Abel群，则 G是循环群的充要条件是对于任一正整数 m，方程 xm=e
在 G 中至多有 m 个解。

如果 G 的正规子群只有{e}和 G 自身，则称 G 是一个单群。

Abel群是单群当且仅当它是素数阶循环群。

任一偶置换都可以写成 3轮换的乘积。

n≥5 时，An是单群。

设 G 是群，a,b∈G。规定[a,b]=aba-1b-1，并称之为元素 a 和 b 的换位子。由 G 中

所有元素对的换位子生成的子群为 G 的换位子群，或导群，记为 G'。显然，G
为交换群的充要条件是 G'={e}，从而 G'可看成是 G 的非交换性的一种度量。

G'是 G 的正规子群，G/G'是交换群。若 H 是正规子群，则 G/H 是交换群的充要

条件是 G'≤H。
称 G 的子群 H 是特征子群，如果对于 f∈Aut(G)，都有 f(H)=H。并记为 HG。
事实上，G'G。

设 A,B,C 是群，则：1°AB，则 A B；2°AB，BC，则 AC；3°AB，

B C，则 A C。

定义 G 的 n阶导群 G(n)=(G(n-1))'，则 G(n)G。
给定群 G，如果存在一个正整数 n使得 G(n)={e}，则称 G 是一个可解群。

给定群G，则G是一个可解群的充要条件是存在G的子群列G=G0G1…Gs={e}

使得 Gi/Gi+1都是交换群。

可解群示例：S4＞A4＞K4＞{e}，S3＞A3＞{e}。
设(i1,i2,…,it)是对称群 Sn中的一个轮换，σ∈Sn，则σ(i1,i2,…it)σ-1=(σ(i1),σ(i2),…,σ(it))。
设对于 g∈G，Ig:G→G，a→gag-1(g 引起的共轭变换)。则 Ig在映射的乘法下构成

群，称为内自同构群 Inn(G)，这是 Aut(G)的正规子群。Ie是单位元，IgIh=Igh，Ig-1=(Ig)-1，
fIgf-1=If(g)。外自同构群定义为 Aut(G)/Inn(G)。
重要结论：G/Z(G)~Inn(G)；N是 G 的正规子群，N 可解，G/N可解，则 G 可解。

设 H≤G，CG(H)={x∈G|xa=ax, a∈H}，NG(H)={x∈G|xHx-1=H}，它们分别称为 H
在 G 中的中心化子和正规化子。称 Z(G)=CG(G)为 G 的中心。容易验证，CG(H)和
NG(H)均为 G 的子群，且 H和 CG(H)是 NG(H)的正规子群，Z(G)是 G 的特征子群。

常见结论：Z(S3}={e}，Z(S4)={e}。
设 G 是一个群，定义 Z0(G)={e}，Z1(G)=Z(G)，Z2(G)/Z1(G)=Z(G/Z1(G))，…，ZK+1(G)/ZK(G
=Z(G/ZK(G))。如果存在 k使得 ZK(G)=G，则称 G 是一个幂零群，最小的 k 称为幂零

群的类。对 k类幂零群 G，其正规子群组成的子群链{e}=Z0(G) Z1(G)… ZK(G)=G
称为 G 的上中心链。幂零群是交换群，幂零群和可解群都是交换群的推广。（交
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换幂零可解）

定义阶数为素数 p的方幂的群为 p 群。

对群 G 中元素 a,b如果存在元素 c 使得 cac-1=b，则称 a 与 b 共轭，或 a 在 c 的共

轭作用下变为 b。共轭是一种等价关系，a 所在的共轭类中元素的个数为[G:CG(a)]。
p群是幂零群，p2阶群是交换群。

类方程： 



n

i
iG

n

i
i aCGGZaGZG

11
|)(:||)(||||)(||| 。（本质是等价类无交并）

2.2 群在集合上的作用和 Sylow定理

设 G 是一个群，M是一个集合，映射 f:G×M→M，(g,m)→f(g,m)/g(m)如果满足：

1°e(m)=m；2°g1(g2(m))=(g1g2)(m)，则称为 f 是群 G 在集合 M 上的一个作用。

群 G 在集合 S 上的作用，实际上是指 G 到 M的全变换群 S(M)的同态映射。

对给定的作用 f:G×S→S，S 中元素的下述关系是等价关系：s1~s2 if there exists g
belonging to G and g(s1)=s2。S 在这个等价关系之下的等价类称为轨道。元素 s∈S
所在的轨道记为 Orb(s)。我们有 S= 

)(

)(
sOrb

sOrb 。定义 Stab(s)={g∈G|g(s)=s}，称之

为元素 s 的稳定子群或稳定化子。

设群 G 在集合 S 上有一个作用，则：1°若 gs1=s2，则 Stab(s2)=gStab(s1)g-1；2°
如果集合 S 有限，则|Orb(s)|=|G:Stab(s)|。
设群 G 在有限集合 S 上有一个作用，s1,s2,…,sm是全体轨道代表元，则有推论





m

i
i

m

i
i sStabGsOrbS

11
|)(:||)(| 。

设|G|=pan，p 是素数，则 G 必有 pa阶子群。且 G 的 pa解子群个数 N(pa)满足关

系 N(pa)1(mod p)。
如果 o(G)=pan且(p,n)=1，则 G 的 pa阶子群称为 G 的 Sylow p-子群。

第一 Sylow定理：若 p|o(G)，p 是素数，则 G 必有 Sylow p-子群，且 G 的 Sylow p-
子群个数 Np1(mod p)。
Cauchy定理：设 G 是一个有限群，素数 p|o(G)，则 G必有 p 阶元，且 G 的 p 阶

元的个数 np满足关系 np -1(mod p)。
第二 Sylow定理：设 G 是一个有限群，素数 p|o(G)，则 1°若 Sp是 G 的一个 Sylow
p-子群，P 是 G 的一个 p-子群，则必有一个元素 x∈G 使得 P≤xSpx-1；2°G 的所

有 Sylow p-子群两两共轭，因此|G:NG(Sp)|(每一个陪集对应一个共轭元，从而相

等)=Np1(mod p)。【从而设|G|=pan且(p,n)=1，那么有 Np|n】
设 G 是一个有限群，素数 p|o(G)，Sp是 G 的一个 Sylow p-子群，NG(Sp)≤H≤G，
那么 NG(H)=H。
设 G 是一个有限幂零群，素数 p1,p2,…,pn为|G|的所有素因子，则 G=Sp1⊕Sp2…
⊕Spn。【有限幂零群的 Sylow p-子群一定是正规子群；有限幂零群的子群是其正

规化子的正规真子群】

设 G 是一个有限 Abel群，o(G)=p1
e1p2

e2…pn
en，则 G~ ZpZ ij

i l
i

k

j

t

i
/
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设 G 是一个有限 Abel群，o(G)=n，则
id

k

i
ZG

1
~


 ，其中 di满足 d1|d2|…|dn且 d1d2…
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dn=n。这些 di称为 G 的不变因子。

设 G 是一个初等交换 p群，则 pZZG
n

i
/~

1
 。

2.3 合成群列

设 G 是一个群，一个子群降链 G=G0G1…Gr=e 称为群 G 的次正规群列，其

中每个子群称为群G的次正规子群。如果上述次正规群列中Gi-1/Gi是非平凡单群，

则称该群列为 G 的一个合成群列，r 个商群 Gi-1/Gi称为该群列的合成因子。

Schreier定理：设 G 是一个有限群，它的任意一个无重复项的次正规群列可以加

细成为合成群列。

Jordan-Holder 定理：设 G 是一个有限群，它的所有合成群列的长度都相等，且

他们的合成因子在不记顺序的意义下对应同构。

第 3章 环

3.1 环的若干基本知识

设 I,J 是环 R 的两个理想，则 I+J,I∩J 也是环 R 的理想。

当 I+J=R（ 1∈I+J）时，称理想 I 与 J 互素。当 I=(a),J=(b)是交换环 R 的主理想

时，I 与 J 互素表示存在 u,v使得 ua+vb=1，这与 Z、F[x]情形下两个元素互素的定

义一致。

设 I,J 是环 R 的两个理想，称由集合{ab|a∈I,b∈J}生成的理想为理想 I 与 J 的积，

记为 IJ。IJ={Σaibj|ai∈I,bj∈J}；一般情况下，IJ≠JI；IJ I∩J，当 I 与 J 互素且 IJ=JI
等号成立；分配律成立，I(J+K)=IJ+IK，(I+J)K=IK+JK。
设 I1,I2,J 是环 R 的理想，且 I1,I2都与 J 互素，则 I1I2与 J 互素。从而设 I1,…In,J 是环

R 的理想，且 I1,…,In都与 J 互素，则 I1…In与 J 互素。

中国剩余定理：设 I1,…,In是环 R 中两两互素的理想，则 R/(I1∩…∩In)~R/I1⊕…

⊕R/In。
设 P是环 R 的真理想。如果对于任意 a,b∈R，ab∈P蕴含 a∈P 或 b∈P，则称 P
为 R 的一个素理想；如果对于 R 的理想 I，I P 蕴含 I=R，则称 P 为 R 的一个极

大理想。

设 R 是交换环，则 1°P是 R 的素理想当且仅当 R/P 是整环；2°P是 R 的极大理

想当且仅当 R/P是域。对于交换环 R，其极大理想一定是素理想。

设 R 是整环，R×R*={(a,b)|a,b∈R,b≠0}。在 R×R*上定义一个关系~：(a,b)~(a',b')
当且仅当 ab'=a'b。容易验证这是一个等价关系，把(a,b)所在的等价类记为 a/b，
定义 a/b+c/d=(ad+bc)/bd,a/b·c/d=ac/bd。从而 R×R*/~在此二元运算下构成域，

并且 R＜R×R*。该域(R×R*)称为整环 R 的分式域。

设 R 是交换环，S 是 R 的包含 1 的乘法封闭子集。这是在集合 R×S={(a,b)|a∈R,b
∈S,b≠0}上定义一个关系~：(a,b)~(a',b')当且仅当存在 s∈S 使得 sab'=sa'b。从而

R×S/~在类似运算下构成分式化环，记为 S-1R。此时 R→S-1R，a→a/1是嵌入（单

同态）的充要条件是 S 中不包含 R 的零因子。

在 Z 中，取 P=(p)，p 是素数，S=Z\P，则 Q S-1Z={b/a|a,b∈Z,p \| a}=Z(p)。从而 S-1Z

只有一个非零素理想 pZ(p)={bp/a|a,b∈Z,p不整除 a}（只有一个非零素理想的环称

作局部环）。

3.2 整环内的因子分解理论
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在整环 R 中，如果 a,b,c∈R 满足 a=bc，则称 a 是 b的倍式，b是 a 的因子。这时

称 b整除 a，记作 b|a。如果 R 的非零元 a,b 满足 a|b,b|a，则称 a 与 b 相伴，记

作 a~b。
在整环 R 中，0≠a=bc，则 a 与 b 相伴的充分必要条件是 c 为可逆元。

在整环 R 中，如果 b|ai，则称 b 是 ai的公因子；如果 d 是 ai的公因子，且 ai的任

一公因子都能整除 d，则称 d为 ai的最大公因子，记为 d=(ai)。如果 ai|b，则称 b
是 ai的公倍式；如果 c 是 ai的公倍式，且 ai的任一公倍式都被 c 整除，则称 c 是
ai的最小公倍式，记作 c=[ai]。最大公因子和最小公倍式非零时，它们在相伴意

义下唯一。

在整环 R 中，如果 0≠a∈R 不是可逆元，且 a=bc 蕴含 b或 c 二者之一是可逆元，

则称 a 为 R 的不可约元；如果 0≠p∈R 不是可逆元，且 p|bc 蕴含 p|b 或 p|c，
则称 p为 R 的素元。

在整环 R 中，p 是素元的充要条件是(p)是非零素理想；素元一定是不可约元，但

不可约元未必是素元。例：在 R=Z[ 5 ]={a+b 5 |a,b∈Z}中，3,2± 5 都是

不可约元，但不是素元；9和 3×(2+ 5 )没有最大公因子。

如果整环 R 中不存在无限多个元素 a1,a2,…使得 ai+1是 ai的真因子（即 ai+1|ai但

ai /| ai+1），则称 R 满足因子链条件。如果整环 R 满足因子链条件，则 R 的每一个

不可逆元可以分解为有限个不可约元的乘积。

整环 R 称为唯一分解整环，如果：1°R 的每一个不可逆元 a 可以分解为有限个

不可约元的乘积 a=p1p2…pm；2°如果 a=p1p2…pm=q1q2…qn是 a 的两种不可约分

解，则必有 m=n，且适当调整次序后有 pi~qi。

整环 R 是唯一分解整环的充要条件是 R 满足因子链条件且 R 中的不可约元都是

素元。

一个环称为 Noether环，如果不存在 R 无限个理想的真升链 I1 I2 I3…。显然，

Noether整环一定满足因子链条件。

如果整环 R 的每一个理想都是由一个元素生成的，则称 R 是主理想整区（PID）。

PID是 Noether环，且 PID 中的非零素理想是极大理想。这种环称为 1 维的。

PID中 a 不可约当且仅当(a)是极大理想。

PID是唯一分解整环。

整环 R 中，如果有一个从 R\{0}到非负整数 N 的映射 f，使得对任意 a,b∈R，b≠
0都存在 a=bq+r，r=0或 f(r)<f(b)，则称 R 是一个欧几里得环。欧氏环是 PID。
假设 R 是一个环，同域上的多项式类似，我们可以定义环 R 上的多项式环如下：

R[x]={a0+a1x+…+anxn|a0,a1,…an∈R,n∈N}。R[x]中元素的加法、乘法和域上的多项

式类似。

设 R 是唯一分解整环，f(x)∈R[x]。f(x)的各项系数的最大公因式称为 f(x)的容度，

记为 c(f(x))。若 c(f(x))=1，则称 f(x)是 R[x]中的本原多项式。

Gauss 引理：设 R 是唯一分解整环，则本原多项式的乘积也是本原多项式。

设 R 是唯一分解整环，则 c(fg)=c(f)c(g)。
设 R 是唯一分解整环，K 是 R 的分式域，f(x)∈R[x]，deg f≥1，如果 f(x)在 R[x]中
不可约，则 f(x)在 K[x]中也不可约。

唯一分解整环上的多项式环仍是唯一分解整环；唯一分解整环上的多元多项式环
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仍是唯一分解整环。

域一定是唯一分解整环，因为它没有不可约元。

第 4章 域

设域 E 是域 F 的一个扩域，F≤E，S 是 E 的一个子集，E 中包含 F 和 S 的最小子

域，称为域 F 添加 S 的扩域或域 F 上由 S 生成的域，记为 F(S)。这时称 S 为 F(S)
在 F 上的一个生成元系。当一个子域 K包括 F 可以是 F 添加有限集 S的扩域时，

则称 K 是 F上的有限生成域，否则称为无限生成的。如果 S={a1,a2,…,an}，则 F(S)
可记为 F(a1,a2,…,an)。特别地，F(a)称为 F 的单扩张。

F(a)=f(a)/g(a),f(x),g(x)∈F[x]；F(a1,a2,…,an)=F(a1,…,an)=f(a1,…,an)/g(a1,…,an),f(x),g(x)
∈F[x]；F(S)(T)=F(T)(S)=F(S∪T)。
假设域 E、F 是 K 的子域，K 中包含 F 和 E 的最小子域称为域 F 和 E 的合成，记

为 FE。容易看出 FE=EF=E(F)。
假设 K/F 是域扩张，t1,t2,…,tn∈K。如果存在 F 上的非零多项式 f(x1,x2,…,xn)使得

f(t1,t2,…,tn)=0，则称 t1,…,tn在 F上代数相关，否则称它们代数无关。一个元素 t
在 F 上代数相关（无关）时，称 t是 F 上的代数元（超越元）。如果域扩张 K/F
中 K 的所有元素均为 F上的代数元，则称 K 是 F 的代数扩张，否则称为超越扩张。

设 F 是域，K=F(a)，如果 a 是 F 上的超越元，则 F(a)同构于 F 上的一元有理分式

域 F(x)。
设 K/F 是添加代数元的单扩张，即 K=F(a)，a 是 F 上的代数元。集合 I={g(x)∈
F[x]|g(a)=0}称为 a 的零化理想，它是首一生成元 f(x)称为 a 的最小多项式，记为

Irr(a,F)。这时称 deg f(x)为 a 的次数。

设 K/F 是添加代数元的单扩张，即 K=F(a)，a 是 F 上的代数元。则 a 的最小多项

式 f(x)是不可约多项式，且 K~F[x]/(f(x))。
商环 F[x]/(f(x))是域的充分必要条件是 f(x)是 F 上的不可约多项式。这时 F[x]/(f(x))
是 F 的单扩张 F[a]。且 a 是 deg f(x)次的代数元。

设 K/F是域扩张，dimFK称为扩张 K/F 的次数，记为[K:F]。当[K:F]有限时，称 K/F
是有限扩张，否则称为无限扩张。单扩张 F(a)/F 是有限扩张当且仅当 a 是 F 上的

代数元，这时 a的次数等于扩张次数[F(a):F]。
设 K/E 和 E/F 是域扩张，则 K/F 是有限扩张当且仅当 K/E 和 E/F 是有限扩张，此

时[K:F]=[K:E][E:F]。【基的组合乘法是新基，域扩张是按倍数扩大】

K/F是有限扩张当且仅当它是有限生成的代数扩张。

添加代数元的单扩张是代数扩张。

在扩张 K/F中，K 中全体代数元组成一个 F 的扩域，称之为 F 在 K 中的代数闭包。

当一个域没有真代数扩张时，则称之为代数封闭域。假设扩张 K/F是代数扩张，

且 K 是代数封闭域，则称 K 是 F 的代数闭包。

一个域 K 是代数必域的充分必要条件是它上面的任意非常数多项式 f(x)∈K[x]均
可分解为一次因式的乘积。

4.2 分裂域与正规扩张

假设 F 是一个域，f(x)∈F[x]是一个 n 次多项式。如果 K 是 F 的一个扩张，使得 f(x)
在 K 上可以分解为一次因式的乘积，且 K=F[a1,a2,…,an]，这里 a1,a2,…,an是 f(x)的
全部根。则称 K 是 f(x)在 F 上的分裂域。

假设 F 是一个域，f(x)∈F[x]是一个 n 次多项式，则 f(x)在 F 上的分裂域存在，且

在 F-同构的意义下唯一。
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假设 g:F→F'是域同构，f(x)是 F 上的一个不可约多项式，则 fg(x)是 F'上的不可约

多项式。又设 a 和 a'分别是 f(x)和 fg(x)的零点，则 g':F[a]→F[a']，m(a)→m(a')是域

同构。由于 g'|F=g，我们称 g'是 g 的延长。恒等同构的延长称为 F-同构。

假设 g:F→F'是域同构，f(x)∈F[x]，F 是一个域，E 是 f(x)在 F 上的一个分裂域，E'
是 fg(x)在 F'上的一个分裂域，则存在同构映射 g':E→E'，它是 g 的一个延长 g'|F=g。
假设 F 是一个域，f(x)∈F[x]是一个非常数多项式，f(x)在 F 上的某个分裂域在域 L
中，则 f(x)在 F 上的在 L 中的分裂域在相等意义下唯一。并且此分裂域在 L 的任

一 F-同构下映射到自身。

假设 F 是一个域，f(x)∈F[x]是一个非常数多项式，E 是 f(x)在 F 上的一个分裂域。

则对于 F[x]中的任意一个不可约多项式 g(x)，如果在 E 中有根，则它在 E 中分裂。

设 E/F 是代数扩张，如果对于 F[x]的任意一个不可约多项式 g(x)，在 E 中有根，

必有它在 E 中分裂，则称 E/F是正规扩张。

有限扩张 E/F是正规扩张，当且仅当 E 是 F[x]中某多项式在 F 上的分裂域。

E/F是有限正规扩张，L/E是任意域扩张，则 L 的任意 F-自同构把 E 映到自身。

设 K/F 是有限扩张，E 是 K 的扩张，使得 1°E/F 正规；2°K 和 E 之间没有其他

的 F 的正规扩张；则称 E 是扩张 K/F的正规闭包。正规闭包在 F-同构意义下唯一。

含有有限个元素的域称为有限域。如果 K 是有限域，则它的素域一定是 GF(p)，
这里 p 是素数，而且 K/GF(p)一定是有限扩张。设[K:GF(P)]=n，即 K 是 GF(p)上的

线性空间，故|K|=pn。

对于任意的素数方幂 pn，存在 pn个元素的域，并且这种域在同构意义下唯一。

【 xx
np  的分裂域】我们把它称为 pn元域，记为 GF(pn)。GF(pn)X是 pn-1 阶的循

环群。【xd=1至多有 d 个解】

假设 GF(pn)X=<a>，则必有 GF(pn)=GF(p)[a]。可见 a 满足的极小多项式 f(x)是 n 次

的。从而对任意正整数 n，GF(p)上存在 n次不可约多项式。

映射 fp:GF(pn)→GF(pn)，a→ap是 GF(pn)的 GF(p)-同构，称为 Frobenius 自同构。事

实上，Aut(GF(pn))=<fp>是 n 阶循环群。

4.3 可分扩张

设 F 是一个域，f(x)∈F[x]，a 是 f(x)的 k≥1 重根。用 f'(x)表示 f(x)的导数，则 1°
当 char(F)不整除 k 时，a 是 f'(x)的 k-1 重根；2°当 char(F)|k 时，a 至少是 f'(x)的
k重根。

设 F 是一个域，不可约多项式 f(x)∈F[x]有重根 (f(x),f'(x))≠1 f'(x)=0。
设 F 是一个域，不可约多项式 f(x)∈F[x]。如果 f(x)在它的分裂域中无重根，则称

f(x)是可分多项式，否则称 f(x)是不可分多项式。

特征 0域和有限域上的不可约多项式都是可分多项式。

特征 0域和有限域上的代数扩张一定是可分扩张。

设 f(x)是特征为 p 的域 F 上不可分多项式，则 f(x)=g(
ipx )，这里 g(y)是 F 上的可分

多项式。

设 char(F)=p，则 xp-a要么不可约（从而不可分），要么完全分裂 xp-a=(x-b)p。
假设 K/F是一个代数扩张，a∈K。如果 Irr(a,F)是 F 上的可分多项式，称 a 是 F 上
的可分元，否则称 a 是不可分元。如果 K中所有元都是可分元，则称它是 F 的可

分扩张，否则称 K 是 F 的不可分扩张，特别地，当 K\F 中所有元都是 F 上的不可

分元，则称 K 是 F的纯不可分扩张。
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假设 K=F[a,b]是 F 的一个代数扩张，且 b是 F 上的可分元，则 K=F[c]是单扩张。

有限可分扩张是单扩张。

设 g:K→L 是域嵌入，a 是 K 上不可约多项式 f(x)的根，L 包括 fg(x)的分裂域，则 g
可延拓为 K(a)到 L 的嵌入。这种延拓与 fg(x)的零点一一对应，从而在 g 上的延拓

数≤[K[a]:K]，等号成立当且仅当 a 是 K 上的可分元。

设 K/F 是有限域扩张，K=F(a1,a2,…,at)，gi(x)=Irr(ai,F)，E 是多项式 g(x)=Πgi(x)在 F
上的分裂域，则 K 到 E 的 F-嵌入个数≤[K:F]，等号成立当且仅当 K/F 是可分扩张。

设 K=F(a1,a2,…,at)，则 K/F是可分扩张当且仅当 a1,a2,…,at是 F 上的可分元。

设 K/F是有限扩张，则 K 中全部 F 上的可分元构成 K/F 的一个中间域，称为 F 在
K 中的可分闭包。

设 E/F是一个有限正规扩张（多项式的分裂域），则 E 是 F的可分扩张当且仅当

E 到自身的 F-同构个数是[E:F]。
4.4 Galois 理论简介

设 K/F 是一个域扩张，K 的全体 F-自同构构成的群称为扩张 K/F 的 Galois 群，记

为 Gal(K/F)。
设 G 是域 K 的一个自同构群（指由部分自同构组成的群），元素 a∈K 如果满足

f(a)=a， f∈G，则称 a 是 G 的一个不动元。K 中全体不动元的集合称为 G 的不

动域，记为 Inv(G)。
给定域 K 的两个自同构群 G1,G2，若 G1G2，则 Inv(G1) Inv(G2)。
给定域 K 的两个子域 F1,F2，若 F1 F2，则 Gal(K/F1) Gal(K/F2)。
若域扩张 E/F的 Galois 群 Gal(E/F)的不动域恰好为 F，即 Inv(Gal(E/F))=F，则称 E/F
是一个 Galois扩张。

关于有限域扩张 E/F，下列三条等价：

1°E/F 是一个 Galois扩张；

2°E/F 是可分正规扩张；

3°|Gal(E/F)|=[E:F]。
Artin引理：设 H是 E的一个有限自同构群，L=Inv(H)，则[E:L]≤|H|。
Galois 基本定理：设 E/F 是有限 Galois 扩张，G=Gal(E/F)，用 IH={H|{e}≤H≤G}表
示 G 的全体子群集合，用 IL={L}F≤L≤E}表示 E/F 的全体中间子域的集合，则

1°L→Gal(E/L)，H→Inv(H)是互逆双射；

2°反包含关系，H1H2 Inv(H1) Inv(H2)；
3°[E:L]=|Gal(E/L)|，[L:F]=|Gal(E/F):Gal(E/L)|；
4°若 H 与 L 对应，则共轭子群σHσ-1与子域σ(L)对应；

5°H 是 G 的正规子群当且仅当 L=Inv(H)是 F 上的正规扩张，且 r:G→Gal(L/F)，σ
→σ|L是群的满同态，其核为 H，从而 Gal(L/F)~G/H。
Galois定理：设 F 是特征 0 域，f(x)∈F[x]，E是 f(x)在 F 上的分裂域，则 f(x)=0 存

在根式解的充分必要条件是 Gal(E/F)为可解群。

第 5章 模与格简介

5.1 模的基本概念

设 R 是一个环，M是一个交换群，定义一个左乘运算：R×M→M，(a,x)→ax，如

果满足 a(x+y)=ax+ay，(a+b)x=ax+bx，(ab)x=a(bx)，1x=x，则称 M是一个环 R 上的

一个（左）模，或（左）R 模。

设 M是一个 R 模，NM 是 M的加法子群，且 R 在 M 上的作用限制在 N 上使得
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N构成一个 R 模，则称 N是 M 的一个子模。

设 M1,M2M 是 R 模 M 的两个子模，它们的交与和定义为加法子群的交与和。

设 M是一个 R 模，SM，则称 M 的所有包含 S的子模的交为由 S 生成的子模，

记为 R·S 或 RS。S 称为子模 RS 的生成元集。如果 S 是有限集，则称 RS 有限生

成的；由一个元素 x生成的子模可简记为 Rx，称为循环模。

设 N 是 R 模 M 的一个子模，规定 R 在商群(M/N,+)上的作用为 R×M/N→M/N，
(a,x+N)→ax+N，则 M/N构成了一个 R 模，称为 M关于子模 N 的商模。

环 R模M到环 R模 T的映射 f:M→T，如果满足 f(x+y)=f(x)+f(y),x,y∈M，f(ax)=f(a)f(x),
a∈R,x∈M，则称 f 是 R 模 M到 R 模 T 的一个同态，模同态 f如果又是单射（满

射）则称 f 是单（满）同态，既单又满的同态称为同构。如果存在模 M 到模 T
的同构映射，则称 M与 T 是同构的，记为 M~T。
若 f:M→T 是 R-模同态，用 Im f 或 f(M)表示 f 的像，而称 ker f={x∈M|f(x)=0}为 f
的核。

同态基本定理：M/Ker f~Im f。
第一同构定理：设 R 是环，N 是 R-模 M 的理想，则在典范同态 f:M→M/N，a→
a+N下，1°M包含 N 的子模与 M/N的子模在 f下一一对应，这种对应保持包含

关系；2°若 L 是 M 的子模，且 N L，则 M/L~(M/N)/(L/N)。
第二同构定理：设 M 是 R 模，L,N 是 M的子模，则有模同构：f:(L+N)/N→L/(L∩
N)，l+n→l+(L∩N)。
设 M1,M2 是 R-模，在它们的笛卡尔积上定义运算如下：对于加法群的直和

M1⊕M2，按分量定义 R 左乘作用 a(x,y)=(ax,ay)，则 M1⊕M2在此运算下构成一个

R-模，称为 M1与 M2的直和，仍记为 M1⊕M2。M1和 M2称为 M1⊕M2的直和因

子。

设 M是 R-模，M1,M2是 M 的子模，M=M1+M2。下述 4条等价：1°映射 f:M1⊕M2

→M，(x,y)→x+y 是同构；2°M 的任一元素表示为 M1与 M2的元素的和表示法唯

一；3°M 的 0 元表示为 M1与 M2的元素的和表示法唯一；4°M1∩M2={0}。
5.1* 主理想整区上的有限生成模

本节中均假定环 R 是主理想整区，我们重点研究有限生成的 R-模。

设 R 为主理想整区，x∈M 是 R-模 M 中的一个元素，称 ann(x)={a∈R|ax=0}是元

素 x的零化子；ann(x)≠{0}时称 x为扭元；当 ann(x)={0}时称 x为自由元。

ann(x)是 R 的理想，故零化子也叫作零化理想。由于 Rx~R/ann(x)，从而 Rx~R x
是自由的。

设 M 是 R-模。如果 M 中每个元素均是扭元素，则称 M是扭模；如果 M 中每个

元素均是自由模，则称 M是无扭模。

设 R 为主理想整区，有限生成 R-模 M 如果可以写成 M=Re1⊕Re2⊕…⊕Ren，且

ann{ei}={0}，则称 R 是一个秩为 n的自由模。秩是由有限生成自由模唯一决定的。

设 R 是主理想整区，M 是秩为 n 的自由模，则 M的任一子模也是自由 R-模，且

秩≤n。（自由模一定是无扭模）

主理想整区上的有限生成模的子模也是有限生成的。

主理想整区上的有限生成的无扭模一定是自由模。

设 M是有限生成 R-模，Tor(M)表示 M 的扭元集，Tor(M)≤M，则 M/Tor(M)无扭。

考虑映射 f:M→M/Tor(M)，M/Tor(M)=<e1',…,es'>，考虑原像集 N=Re1⊕…⊕Res，
则 M=Tor(M)⊕N。（扭元+自由元直和）

设 A,B 是主理想整区 R 上的两个 m×n矩阵，如果存在 m 阶可逆矩阵 P，n阶可
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逆矩阵 Q 使得 B=PAQ，则称 A,B在 R 上等价。

设 A为主理想整区 R 上的一个 m×n矩阵，则 A等价于下列矩阵 B=diag{d1,…,dr,
0,…,0}，其中 d1|d2|…|dr不为零，除相差 R 中可逆元外，d1,…,dr由 A 唯一确定，

它们称做 A的不变因子。

设 M是主理想整区上 m 秩自由模，N是它的一个子模，则存在 M的一组基 e1,…,
em，及满足 d1|d2|…|dr的 r 个非零数使得 d1e1,…,drer是 N 的一组基。

有限生成模的基本结构定理：设 M是主理想整区上的有限生成模，则 M 可以写

生循环模的直和 Rz1⊕Rz2⊕…⊕Rzs，这里 ann(z1) ann(z2) … ann(zs)。若令

ann(zi)=(di)，则 di满足 d1|d2|…|dr，dr+1=…=ds=0。


