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实变函数
主讲人：杨诗武

打字人：龚诚欣

第一章 集合与点集

*关于基数/势的理解：可数集中也有可数个可数集，可数个可数集的并也是可数

集。我们可以认为可数集和可数个可数集对等。在双射意义下，可数集就是自然

数集。

【例 1.1】f(x)在(a,b)上可微，除可数集外 f '(x)=0，证明 f(x)是常值函数。

【解】注意到导函数的介值性质即可。

*Cantor-Bernstein 定理：X≤Y，Y≥X，则 X~Y。

【例 1.2】若 AB 且 A~(A∪C)，证明 B~(B∪C)。
【解】B≤B∪C 显然。由于 B\A≥B∪C\A∪C，A~A∪C，从而 B≥B∪C。
*有理数集 Q 可列={rn}n=1,2,…，并且在 R 上稠密，从而具有非常好的性质。可以

构造在有理数集上不连续的函数。

*开集上的实值函数的连续点集是 Gδ集。

【证】





1

}1)(|{
m

f m
xGx  。思路：连续点集就是ωf(x)=0，=0 可以被<εn逼近。

*不存在有理数点连续，无理数点不连续的实值函数。

【证】记Q={rn}，对于 r1，存在 y1∈Q\{r1}和一个邻域B(y1,δ1)使得 r1B(y1,δ1)且ωf(B(y1,δ1))<ε。
对于 r2，存在 y2∈Q\{r1,r2}和一个邻域 B(y2,δ2≤δ1/2)使得

B(y2,δ2)B(y1,δ1),r2B(y2,δ2),ωf(B(y1,δ1))<ε/2。
依次类推，考虑闭球的闭集套，套中的点必然是使函数连续的无理数。

*常见连续基数集合：Rn、区间、01 列、N 的全体无穷子集（01 列\可数子集）、

N 的全体子集、全体实数列。

*some simple tips：
1. 凡是涉及到 a>/</=b 的，都可以用 a>/<b+εn(εn=1/n→0 with n→+∞)来拟合；

2. 凡是涉及到→+∞，都可以用[n,n+1](n→+∞)来拟合；

3. 凡是涉及到函数不连续的，都可以用ωf>εn(εn=1/n→0 with n→+∞)来拟合；

4. 对于满足一列性质的集合，我们可以取并来研究整体性质并证明/证否；

5. 如何将欲证集合一一映射到可数集，是解题常见思路；

6. 判断一个集合的基数，如果集合某个分量能用某个序列表示，可以考虑将分

量依次排开写成序列的无穷矩阵。

【例 1.3】实值函数 f(x)满足 f(x)=+∞(y→x)的点是可数集。

【解】对满足的点的函数值做区分，规定 En={x|f(x)∈[n,n+1)∪(-n-1,-n]}，从而对于 x0∈En，

存在邻域 B(x0,δ0)使得 x∈B0(x0,δ0)必有 f(x)>n+2，从而整个区间再也没有 x0的点。特别地，

存在一个(Q,Q)B(x0,δ0)，从而 En 可数，进而有 E=∪En(n=1,2,…)可数。

【例 1.4】证明[0,1]区间上连续函数构成的集合基数是连续基数。

【解】 r∈R，f(x)=x+r 是连续函数，从而基数≥card(R)=c。
 f∈C[0,1]，构造集合 E={(x,y) | x,y∈Q,y≤f(x)}。E 里面的点能够唯一确定 f 在有理数处的

值，由有理数的稠密性又能确定其在无理数处的取值，从而 f→{E}是一个双射，基数≤card(Q
的全体子集)=c。

https://bicmr.pku.edu.cn/~shiwuyang/
https://wqgcx.github.io/
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【例 1.5】证明[0,1]区间上的单调函数构成的集合基数是连续基数。

【解】 r∈R，f(x)=x+r 是单调函数，从而基数≥card(R)=c。
对于某个单调函数，我们考察其 I 间断点。闭区间上单调函数间断点一定是第一类间断点，

又由单调性，于是可以被唯一对应的区间[f(x-0),f(x+0)]锁定，选取某个 Q∈[f(x-0),f(x+0)]知
其可数性，即间断点对应的函数值是可数个 R（R 中的数列），对应基数是 c。再考察其 II
非间断点，直接利用例 1.4 构造即可。

*无最大基数定理：A 与 A 的全体子集不对等。

*可数覆盖定理：任意集合的一个开覆盖都有可数子覆盖。【可数拓扑基的应用】

【证】可数拓扑基：记 Q={rn}n=1,2,…，有 )1,(, k
qBB nnk  ,k∈N+。则 Rn=







1 1
,

k n
nkB (记为 B)。

对于集合 E 的一个开覆盖{Uα}， x∈E， Ux 使得 x∈Ux。从而存在 Bx∈B 使得 BxUx

且 x∈Bx。对于 all x in E，Bx 构成的集合{Bx}是可数集，改记为{Bi}i=1,2,…。从而存在可数子

覆盖{Ui}i=1,2,…。

【例 1.6】ERn 是不可数集，证明存在 x0∈E 使得任意内含 x0 的圆邻域 B(x0)，点集 E∩B(x0)
都是不可数集。

【解】假设 x0∈E 都有 B(x0)∩E 是可数集，则对于 all x0∈E，∪[B(x0)∩E]构成了一个开覆盖，

有可数子覆盖。则 Bi(x0)∩E 都是可数集，从而[∪Bi(x0)]∩E(i=1,2,…)也是可数集，矛盾。

【例 1.7】设 FRn是无限闭集，试证明存在 F 中的可数子集 E 使得 E=F。
【解】取可数拓扑基 Bk(Qi,1/k)∩F(若不为空)，任取其中一点 Ak,i，取 E=∪k,iAk,i为 F 的可数

子集。显然 E=F。(正过去显然，反过来是因为随着 k→+∞而无限接近)
【例 1.8】设 E 是 R2 中的可数集，证明存在 E=A∪B，A、B 不交，任一平行于 x 轴的直线

交 A 至多是有限点，任一平行与 y 轴的直线交 B 至多是有限点。

【解】如果 E=N2，我们沿对角线切开即可。类似地，我们设 Ex={x1,x2,…}，Ey={y1,y2,…}，
按右下角标理解，沿对角线切开即可。

*有限覆盖定理：有界闭集的任意开覆盖都是有限子覆盖。【如何化归有界闭和

开覆盖？】

【例 1.9】设{Fα}是 Rn 中的一族有界闭集，若任取其中有限个 F1,…,Fm 都有∩Fi(i=1,2,…,m)
不空，则∩Fα不空。

【解】化归开覆盖：任取有限个 Fi都有∪Fic(开)不满。如果∩Fα空，则∪Fαc满，从而对于任

意 Fa(有界闭)∪Fαc，存在有限覆盖 F1c,…,Fmc 使得 Fa∪Fic(i=1,2,…,m)，从而 Fac ∩Fi。

约定 Fa=Fm+1，由 Fm+1c∩Fm+1 空知(∩Fi)(i=1,2,…,m)∩Fm+1 空，即∩Fi(i=1,2,…,m+1)空，矛盾。

*完全集：E=E'，一定是闭集，基数必是连续基数 c。
*σ-代数：包括空集，且对取补、可数并、（可数交）封闭。

*Baire 纲集定理：无内点的闭集的并也无内点。（明确不考）

【例 1.10】求证：可数个稠密开集的交仍是稠密的。

【解】不妨设开集列为{Ek}，考虑{Ekc}。这是无处稠密的闭集列，从而由 Baire 纲集定理，

∪Ekc也无内点。从而(∪Ekc)c=∩Ek仍是稠密的。

*Cantor 集与类 Cantor 集：都是完全集，基数是 c；完全不连通/无内点（从而无

处稠密）；在测度上有区别（下一章内容）。构造 Cantor 集时去掉的一系列开

区间里仍可以构造 Cantor 集。

*闭包内部为空是无处稠密集，可数无处稠密集的并是第一纲集，否则是第二纲

集。无处稠密集的补集一定是稠密集。稠密集的基数有可能小于无处稠密集的基

数(Q、类 Cantor)。第一纲集没有内点，从而 A 与 Ac至多只有一个第一纲集。
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*连续实值函数列的极限函数的不连续点集是第一纲集（结论更强），从而连续

点集是处处稠密的 Gδ集。

【证】连续点集为 









1 1

}1|)()({|
m k

k m
xfxf 。记 Ek(ε)= }|)()(:|{  xfxfx k ，Gk(ε)=

 


1

)(
k

kE  ，Fk(ε)=



 

1

}|)()(:|{
i

ikk xfxfx  。Fk°(ε)Ek°(ε)G(ε)，即 



 

1

)(
k

kF  G(ε)。

又因为
n

k
k RF 






1

)( ，由以上知 G(ε)c )()(
1

n

k
k RF 




  \ 



1

)(
k

kF  





1

)(
k

kF  第一纲。

且有推论连续函数列的极限函数连续点集必稠密。

【例 1.11】试证明不存在满足下列条件的函数：

1°f(x,y)在 R2上连续；2°两个偏导数处处存在；3°f(x,y)每一点都不可微。

【解】考虑偏导数的割线逼近。对于 n∈N，
n

yxfynxf
/1

),(),/1( 
都连续，且极限函

数为
x
yxf


 ),(

。从而
x
yxf


 ),(

的不连续点集是第一纲集，同理
y
yxf


 ),(

的不连续点集也是

第一纲集，两者的并也是第一纲集；从而两个偏导数都连续的点是稠密集，不可能在任一点

上都不可微。

第二章 Lebesgue 测度

*外测度的一些性质：空集映 0，区间映长，单调非负，可数次可加，平移不变，

数乘线性。

*若 d(E1,E2)>0，则 m*(E1∪E2)=m*(E1)+m*(E2)。
*Caratheodory 条件：我们称集合 E 可测，如果TRn，都有 m*(T)=m*(T∩E)+
m*(T∩Ec)。很多时候，我们只需证明 m*(T)+ε≥m*(T∩E)+m*(T∩Ec)即可。

*可测集是一个σ-代数，对取补、可数交、可数并都封闭。零测集必可测。

*外测度限制在可测集上时对不相交的集合满足可数可加性。

*如果两个集合能被可测集分离，即若存在可测集 F，使得 E1F，E2Fc，则

m*(E1∪E2)=m*(E1)+m*(E2)。
【证】m*(E1∪E2)=m*(E1∪E2∩F)+m*(E1∪E2∩Fc)=m*(E1)+m*(E2)。

【例 2.1】设{An}是互不相交的可测集列，BnAn，证明 



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


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n BmBm  。

【解】 
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)(*)(*)(*)(*)(*   ，从而















111

)(*))(*)(*
n

n
n

n
n

n BmBmBm  ，原命题成立。

【例 2.2】设 X={Eα}是由 R 中某些互不相交的正测集形成的集族，证明 X 是可数的。

【解】对于 E∈{Eα}，其必在某个区间[n,n+1](n∈Z)上正测。我们考察在[n,n+1]上正测的集

合，知这些集合是可数个的，从而可数个可数集的并也可数。
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*集合列极限的运算：{Ek}【递增】或【递减且测度有限】，有 )lim()(lim kkkk
EmEm


 ；

对于任意集合列{Ek}，有 )lim()( lim)(lim)lim( kkkkk
k

k
k

EmEmEmEm


 。

*对于可测集 A,B，有 m(A)+m(B)=m(A∪B)+m(A∩B)。
【证】m(A)+m(B)=m(A∩B)+m(A\B)+m(A∩B)+m(B\A)=m(A∩B)+m(A∪B)。
*Borel 集是可测集，但不是全部可测集。

*存在第二纲的零测集。

【证】记 Q∩[0,1]={rn}n=1,2,…，In,k=B(rn,2-n-k)，记 Ek=


1
,

n
knI ，E=







1 1
,

k n
knI 。易知 m(Ek)≤2-k+1，

m(E)=0。容易证明 E 是第二纲集。

*等测包：对于任意集合 E，存在开集 Gn E 使得 m(Gn)≤m*(E)+1/n。记 G=∩Gn

(n=1,2,…)，称 G 是 E 的等测包。G 是 Gδ集，且 m(G)=m*(E)。对于可测集，有

m*(G\E)=0；对于不可测集，有 m*(G\E)>0；
【例 2.3】设 E1,E2Rn，则 m*(E1∪E2)=m*(E1)+m*(E2)的充要条件是存在可测集 M1 E1,
M2 E2使得 m(M1∩M2)=0。
【解】充分性。作开集 G E1∪E2使得 m(G)<m*(E1∪E2)+ε。因为 E1M1∩G，E2M2∩G，

从而 m*(E1)+m*(E2)≤m(M1∩G)+m(M2∩G)=m((M1∩G)∪(M2∩G))≤m(G)+m*(E1∪E2)+ε，由ε
的任意性知 m*(E1)+m*(E2)=m*(E1∪E2)。
必要性。作 E1,E2的等测包 M1,M2，如果 m(M1∩M2)>0，则 m*(E1∪E2)=m*(E1)+m*(E2)=m(M1)+
m(M2)=m(M1∪M2)+m(M1∩M2)>m(M1∪M2)≥m*(E1∪E2)，矛盾。

【例 2.4】设 E1,E2Rn，E1∪E2可测且 m(E1∪E2)<+∞。若有 m(E1∪E2)=m*(E1)+m*(E2)，证

明 E1 和 E2都是可测集。

【解】做 E1,E2 的等测包 H1,H2，则 m(H1∪H2)≥m(E1∪E2)=m*(E1)+m*(E2)=m(H1)+m(H2)，从

而 m(H1∩H2)=0。因为 H1\E1 (H1∪H2\E1∪E2)∪(H1∪H2)，从而 m*(H1\E1)=0，E1=H1\(H1\E1)
可测，同理 E2 可测。

【例 2.5】设 ERn，可测集 H E。若 H\E 中任一可测子集为零测集，证明 H 是 E 的等测

包。

【解】作 E 的等测包 G，因为 H\GH\E 且 H\G 可测，从而 H\G 零测。从而 m(H)=m*(E)，
即 H 是 E 的等测包。

*等测核：对于可测集 E，存在闭集 FnE 使得 m(E)≤m(Fn)+1/n。记 F=∪Fn(n=1,2,
…)，称 F 是 E 的等测核。F 是 Fσ集，且 m(F)=m(E)。
【例 2.6】设 E 是 R 中的正测集。则对于任意 a∈(0,m(E))，存在有界闭集 FE 使得 m(F)=a。
【解】不妨设 E [-n,n]。作[-n,n]中闭集 KE 使得 m(K)>a(等测核保证 K 的存在性)，考虑

f(x)=m(K∩[-n,x])。显然 f(x)连续，且 f(-n)=0，f(n)>a。从而存在 x0使得 f(x0)=a，此时取 K∩[-n,x0]
即可。

*Borel-Cantelli 定理：Σk=1,2,…m(Ek)<∞，则 )lim()lim( kkk
k

EmEm


 =0。（考试重点）

*some simple tips:
1. 涉及到开闭转换时，可以取补进行同样操作，因为原集和补集可测性相同；

且如果原开(闭)集难以构造，可以去补构造闭(开)集；

2. R 上的等价类 x~y if d(x,y)∈Q 是常见的等价类；
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3. 一个包括所有有理数的有限正测集是





1
11 )

2
1,(

n
knrB (k∈N+)，其闭包的测度为

+∞，自身也可以从 k=1,2,…,+∞取交；

4. 对于可测集 E，m(E)=m(E+{x0})【虽显然，但真正写题不易察觉！】；

5. 对于正测集 E，可作紧集 KE 使得 m(K)>m(E)-ε；即对于 0<t<m(E)，存在紧

集 KE 使得 m(K)>t【关键是有界！】；

6. 利用连续函数 f(x)=m(E∩[0,x]n)构造 FE 且 m(F)<m(E)；
7. 注意到 x1±x2时，要联想到 X1±X2(x1∈X1,x2∈X2);
8. 无处稠密集有可能零测(Cantor 集)也有可能正测(类 Cantor 集)；稠密集有可能

零测(Q)也有可能正测(R)；开集、闭集的边界都有可能正测(类 Cantor 集)。
【例 2.7】试在 R 中作由某些无理数构成的闭集 F，使得 m(F)>0。

【解】记有理数 Q={rn}n=1,2,…，我们记 A=





1
1 )

2
1,(

n
nnrB ，显然 A 是开集。令 S=R\A 为闭集，

显然 m(S)=+∞且由无理数构成。

【例 2.8】设{Bα}是 Rn中的一族开球，记 G=∪Bα。若有 0<t<m(G)，试证明存在有限个互不

相交的开球 B1,…Bn，使得Σi=1,…,nm(Bi)>t/3n。

【解】作紧集 K 使得 m(K)>t，从而对于 K 存在一个有限子覆盖 Bi1,Bi2,…,Bik。从这里面选

择半径最大的球记为 B1，半径放大三倍，从而一定覆盖了与 B1 相交的所有球；再在{Bi}中
选择与 B1 不交的半径最大的球记为 B2，半径放大三倍，从而一定覆盖了与 B2相交的所有球；

以此类推，我们得到一个有限开球列 3B1,3B2,…,3Bn 完全覆盖了 K，从而Σi=1,…,nm(3B i)≥
m(∪i=1,…,n3Bi)≥m(K)=t，从而Σi=1,…,nm(Bi)>t/3n。

*设 E 是正测集，对于 0<t<1，存在矩体 I，使得 t|I|<m(I∩E)。
【证】不妨设 m(E)<+∞。对于 0<ε<(1/t-1)m(E)，存在开矩体覆盖 Ik E，使得Σ|Ik|<m(E)+ε。
采用反证法，若 t|Ik|≥m(Ik∩E)对于所有 k 成立，则 t(m(E)+ε)>tΣ|Ik|≥Σm(Ik∩E)≥m(∪(Ik∩E))≥
m(I∩E)=m(E)，即ε>(1/t-1)m(E)，矛盾。

【例 2.9】设 E [0,1]是可测集，且 m(E)≥t>0，xi∈[0,1](i=1,2,…,n)，其中 n>2/t。证明 E 中

存在两个点其距离等于{x1,x2,…,xn}两点间的距离。

【解】考察集合 E+{xi}，i=1,2,…,n。如果 E+{xi}两两不交，则 n*m(E)=m(∪i=1,…,n(E+{xi}))
≤m([0,2])=2，从而 t≤m(E)≤2/n，即 n≤2/t，矛盾。

*Steinhaus 定理：设 ERn是正测集，则 0 是集合 E-E(={x-y|x,y∈E})的内点。

【证】对于 1-2-(n+1)<t<1，存在矩体 I 使得 t|I|<m(I∩E)。设 I 中最短的边长为δ，我们去证明

(-δ/2,δ/2)×…×(-δ/2,δ/2)=BE-E。对于 x0∈B，Ik∈I，Ik+{x0}必然包含 Ik的中心，从而 m(I∩(I+
{x0}))>2-n|I|，从而 m((E∩I)∪(E∩I+{x0}))≤m(I∪(I+{x0}))=m(I)+m(I+{x0})-m(I∩(I+x0))<2m(I)-
2-n|I|=(2-2-n)|I|。如果 E∩I 与 E∩I+{x0}不交，则 m((E∩I)∪(E∩I+{x0}))=m(E∩I)+m(E∩I+{x0})
=2m(E∩I)>2t|I|，即 2t<2-2-n，t<1-2-(n+1)，矛盾。从而存在 x,y∈E 使得 x-y=x0，进而 0 是内点。

【例 2.10】设 ER 且 m(E)>0，证明存在 x1,x2∈E 使得 x1-x2∈Q。

【解】注意到 0 是 E-E 的内点，后面显然。

【例 2.11】ER 是可测集，a∈R，δ>0。若对满足|x|<δ的一切 x 都有 a+x∈E 或 a-x∈E，试

证明 m(E)≥δ。
【解】考虑(E+{a})∪(E-{a})。即 |x|＜δ，都有 x∈(E+{a})∪(E-{a})，即(-δ,δ) (E+{a})∪(E-
{a})，2m(E)=m((E+{a})∪(E-{a}))>2δ，从而 m(E)>δ。
*不可测集：在[0,1]上定义等价类 x~y if x-y∈Q。For each class，we choose one
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representative from it，then all representatives form a set. This set is unmeasured. 事

实上，任何正测集都有不可测子集。

【证】记 A 为这个集合，An=A+{rn},rn∈Q。由于∪(An+{rn}) [0,1]，m*(An)=m*(A)对所有

n 成立，从而 1=m*([0,1])≤Σn=1,2,…m*(An+{rn})=Σ+∞m*(A)，从而 m*(A)>0。
另一方面，若 m*(A)>0 且 A 可测，则 0 是 A-A 的内点，从而存在有理数 q∈A-A，即存在

x,y∈A，x-y=q。这与集合 A 的选取方法矛盾。

【例 2.12】作出互不相交的点集列{Ek}，使得 









11

)(*)(*
k

k
k

k EmEm  。

【解】记 Q|[0,1]={rn}n=1,2,…，上述不可测集为 W。则∪(W+{rn}) [0,2]，从而 m*(∪(W+{rn}))≤
m([0,2])=2<Σ+∞m*(W)。
【例 2.13】设 W 不可测，E 可测，证明 E△W 不可测。

【解】反证法，充分利用可测集是一个σ-代数。如果 E△W 是可测集，则 E∩(E△W)可测，

即 E\W 可测，从而 E\(E\W)=E∩W 可测，E△W\(E\W)=W\E 可测，所以 W=(W\E)∪(E∩W)
可测，矛盾。

【例 2.14】一族可测集的交集必是可测集吗？

【解】不是。设 W 是 R 中不可测集，则 Wc 也是不可测集。则
Wa

ca


}{ =Wc不可测。

*对集合部分性质的总结：（可数集、不可数集；稠密集、无处稠密集；第一纲

集、第二纲集；零测集、正测集）

1. 可数集有可能是稠密集(Q)，也有可能是无处稠密集(单点集)；可数集一定是

第一纲集(单点集的并)；可数集一定是零测集；

2. 不可数集有可能是稠密集，也有可能是无处稠密集(Cantor)；不可数集有可能

是第一纲集(Cantor)，也有可能是第二纲集；不可数集有可能是零测集(Cantor)，
也有可能是正测集；

3. 稠密集有可能是可数集，也有可能是不可数集；稠密集有可能是第一纲集(Q)，
也有可能是第二纲集；稠密集有可能是零测集(Q)，也有可能是正测集；

4. 无处稠密集有可能是可数集，也有可能是不可数集(Cantor)；无处稠密集一定

是第一纲集(定义)；无处稠密集有可能是零测集，也有可能是正测集(类 Cantor)；
5. 第一纲集有可能是可数集，也有可能是不可数集(Cantor)；第一纲集有可能是

稠密集(Q)，也有可能是无处稠密集；第一纲集有可能是零测集，也有可能是正

测集(类 Cantor)；
6. 第二纲集一定是不可数集；第二纲集有可能是稠密集，但一定不是无处稠密

集；第二纲集有可能是零测集(较繁)，也有可能是正测集；

7. 零测集有可能是可数集(Q)，也有可能是不可数集(Cantor)；零测集有可能是稠

密集(Q)，也有可能是无处稠密集；零测集有可能是第一纲集，也有可能是第二

纲集；

8. 正测集一定是不可数集；正测集有可能是稠密集，也有可能是无处稠密集(类
Cantor)；正测集有可能是第一纲集(类 Cantor)，也有可能是第二纲集。

第三章 可测函数

*定义可测函数时，可以使用 Borel 集的任意一组生成基，要求其原象可测即可。

比如要求{x:f(x)>t};{x:f(x)≤t};{x:f(x)<t};{x:f(x)=+∞},{x:f(x)=-∞},{x:f(x)开/闭};
{x:f(x)=+∞},{x:f(x)=-∞},{x:a≤f(x)<b}可测均可。
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*可测函数对于 Borel 集的原象是可测集。

*可测函数类：

1. 连续函数都可测；

2. 如果 f(x)有限值可测，g(x)连续，则 g(f(x))可测，但 f(g(x))不一定可测；

【证】考察 A={x:g(x)>t}。由于(t,+∞)开，g 连续，从而 A 开，是 Borel 集；从而{x:f(x)∈A}
可测。

3. 如果 fn(x)可测，那么 )}({sup
1

xfn
n

, )}({inf
1

xfnn
, )(lim xfnn 

, )(lim xfn
n 

可测；

4. 如果 f(x)可测，那么 fk(x)可测；如果 f(x),g(x)有限值可测，那么 f(x)+g(x),f(x)g(x)
可测。

【例 3.1】证明：若{fn(x)}是 ERn 上的可测函数列，则 fn(x)在 E 上收敛的点集是可测集。

【解】收敛点的结构为













1 1

}1|)()(:|{
k n nm

nm k
xfxfx ，从而是可测集。

【例 3.2】证明：记 F 为(0,1)上的一个连续函数族，则函数 g(x)=sup{fF(x)},h(x)=inf{fF(x)}是
(0,1)上的可测函数。

【解】{x:g(x)>t}=∪F{x:fF(x)>t}是开集，从而可测。（请读者注意，条件中的连续是必要的）

*不同的收敛模式：

1. 几乎处处收敛(a.e.,almost everywhere)：

0})|)()(:|{lim(,0 


 xfxfxm nn
；

2. 近一致收敛(a.u.,almost uniformly)： 0)}|)()(:|{(lim,0 



 

nk
kn

xfxfxm  ；

3. 依测度收敛( ff m
k  )： 0})|)()(:|({lim,0 


 xfxfxm nn

。

*收敛模式的性质：

1. 近一致收敛几乎处处收敛、依测度收敛；

2. 几乎处处收敛+m(E)<∞近一致收敛(Egorov)依测度收敛；(定理在后面)
3. 依测度收敛通常不能几乎处处收敛或近一致收敛，但可以找到子列 fkn是近

一致收敛( n>0， kn，s.t. m({x:|ft(x)-f(x)|>1/n})<2-n， t>kn)。
【注】依测度收敛的条件是弱的。考虑

]
2

21,
2

2[ j

j

j

j kkkf 
  ，其中 2j≤k<2j+1。容易看出 fk 依概

率收敛到 0，但 fk 处处不收敛到 0，也不可能是近一致收敛。

【例 3.3】设在可测集 ER 上，fn(x)→f(x)a.e.，且 fn(x) m g(x)。求证：g(x)=f(x)a.e.x∈E。

【解】由于 fn(x) m g(x)，从而存在子列 fkn(x)→g(x)a.e.，从而 f(x)=g(x)a.e.。

【例 3.4】设在可测集 ER 上 fn(x) m 0，是否有 0})0|)(:|({lim 


xfExm nn
？

【解】不一定，取 fn(x)=1/n 即可。

【注】本例是深刻的。这表明“ 0 ”条件不能被替换成“ 0 ”，这是因为随着 0 ，

n 的位置可能越来越远，直至+∞。

【例 3.5】设{fk(x)}在[a,b]上依测度收敛于 f(x)，g(x)∈C(R)，试证明 g(fk(x))在[a,b]上依测度
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收敛于 g(f(x))。若将[a,b]改为[0,+∞)，结论还成立吗？

【解】即去证明 NnN  ,,0,0  ,m({x∈[a,b]:|g(fn(x))-g(f(x))|≥ε})<δ。由于 g(x)

在[a,b]上一致连续，从而  ,,0  |x1-x2|<θ,|g(x1)-g(x2)|<ε。因此{x∈[a,b]:|g(fn(x))-g(f(x))|≥ε}
 {x∈[a,b]:|fn(x)-f(x)|≥θ}。根据 fn(x)的依概率收敛性知命题成立。

改为[0,+∞)后，结论不对。设 fn(x)= x (x∈[0,n]) or x+1/x (x∈[n,+∞))，f(x)=x，g(x)=x2，从而

fn(x)依概率收敛到 f(x)，但 g(fn(x))不依概率收敛到 g(f(x))。

*简单函数与阶梯函数：f(x)=


N

k
Ek xa
k

1
)( ，Ek是 Rn中有紧支集的可测集。如果要

求 Ek是矩体，则称 f(x)为阶梯函数。

*可测函数的逼近：

1. f(x)非负可测，则存在简单函数 en(x)→f(x)，其中 en(x)随 n 递增；

2. f(x)可测，则存在简单函数 en(x)→f(x)，其中|en(x)|随 n 递增；

3. f(x)可测，则存在阶梯函数 sn(x)→f(x) a.e.。
【注】简单函数、阶梯函数是联系 Riemann 可积与 Lebesgue 可积的桥梁。

*Egorov 定理：m(E)<∞，可测函数列 fk(x)→f a.e.，那么 ε>0，闭集 FεE，使

得 m(E\Fε)<ε，且 fk在 Fε上一致收敛到 f。
【注】这里的 m(E)<∞是关键的。否则，有 fk=χ[k,k+1]，fk→0，但 fk 不依测度收敛到 0，更不

是近一致收敛。

【例 3.6】设 f(x)是 R 上的实值可测函数，试问：是否存在 g∈C(R)，使得 m({x∈R：|f(x)-g(x)|
>0})=0？
【解】不存在。设 f(x)=sgn(x)，g(x)无法完全拟合 x=0 处的函数值。

*Lusin 定理：m(E)<∞，f 在 E 上可测，那么 ε>0，闭集 FεE，使得 m(E\Fε)<ε，
且 f | Fε在 Fε上连续。

*Littlewood 三原则：

1. 可测集几乎是有限个方体的并；

2. 可测函数几乎是连续的；

3. 收敛可测函数几乎是一致收敛的。

*Some simple tips:
1. 利用前 2 章的知识解决部分点集的可数性、测度问题；

2. 几乎处处与处处并没有什么差别，可以等同看待；

3. 可以构造函数列的极限来证明可测性。

【例 3.7】设 fn(x)是[0,1]上的递增函数，且{fn(x)}在[0,1]上依测度收敛到 f(x)。试证明在 f(x)
的连续点 x0上有 fn(x0)→f(x0)。
【解】x0 为连续点，从而存在δ>0， x∈B(x0,δ)，|f(x)-f(x0)|<ε/18。从而存在 N， n≥N，

m({x∈[0,1]:|fn(x)-f(x)|>ε/9})<δ/2。从而存在 x1∈(x0-δ,x0),x2∈(x0,x0+δ)，使得|fn(x1)-f(x1)|≤ε/9，
|fn(x2)-f(x2)|≤ε/9。从而|fn(x1)-fn(x2)|≤|fn(x1)-f(x1)|+|f(x1)-f(x2)|+|f(x2)-fn(x2)|<ε/3。由于 fn单增，从

而|fn(x1)-fn(x0)|<ε/3，|fn(x0)-f(x0)|≤|fn(x0)-fn(x1)|+|fn(x1)-f(x1)|+|f(x1)-f(x0)|<ε，即 fn(x0)→f(x0)。
【例 3.8】设{fn(x)}是[a,b]上的可测函数列，f(x)是[a,b]上的实值函数。如果 0 ，都有

)|)()(:|],[({*lim 


xfxfbaxm nn
=0，求证 f(x)在[a,b]上可测。

【解】对于 knk k
xfxfbaxmtsnNk

k 2
1})1|)()(:|],[({*..,,   。
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令 }1|)()(:|],[{
k

xfxfbaxE
knk  ，并记 kk

EE


 lim 。

易知 m(E)=0，[a,b]\E=









1

}1|)()(:|],[{
i ik

n k
xfxfbax

k
)，即 ..)()( eaxfxf

kn
 [a,b]，

从而 f(x)在[a,b]上可测。

【例 3.9】设 f(x)在[a,b)上存在右导数，试证明右导函数 f+'(x)是[a,b)上的可测函数。

【解】容易证明，f(x)不连续点集是可数集，即 f(x)几乎处处连续。

考虑
n

xfnxfxFn /1
)()/1()( 

 ，知 Fn(x)几乎处处连续且收敛于 f+'(x)，从而 f+'(x)可测。

第四章 Lebesgue 积分

*简单函数的 Lebesgue 积分：记 



n

i
Ei i

af
1

 ，定义 



n

i
ii Emaf

1
)( 。满足线性性、

不交区域可叠加性、单调性、三角不等式。

*有限测度集上的有界可测函数的 Lebesgue 积分：  
 kk

f lim ，φk是简单函数

且φk→f a.e.。满足线性性、不交区域可叠加性、单调性、三角不等式。

*一般非负可测函数的 Lebesgue 积分： }0|sup{ fggf   ，g 是有限测度集

上的有界可测函数。满足线性性、不交区域可叠加性、单调性、三角不等式。

*对于可测函数 f，我们称 f 可积当且仅当  || f 。集合 E 上所有 Lebesgue 可

积函数组成的空间记作 L1(E)。

*一般可测函数的 Lebesgue 积分：    fff 。满足线性性、不交区域可叠

加性、单调性、三角不等式。

【例 4.1】设{En} [0,1]是可测集列，若 0)lim( 
 nn
Em ，则对任给的ε>0，存在[0,1]的可测

子集 A，使得 m([0,1]\A)<ε，且有 


1
)(

n
nEAm  。

【解】存在零测集 Z，使得 x∈[0,1]\Z，x 只属于有限多个 En，从而


1
)(

n
E x
n

 <+∞, a.e.

x∈[0,1]。由于[0,1]测度有限，从而存在 A 使得 m([0,1]\A)<ε且


1
)(

n
E x
n

 ≤M, x∈A（一致

收敛性）。从而   







A
i

E
n

n xEAm
n

11
)()(  。

*Riemann 可积不连续点零测【利用振幅证明】；Riemann 可积Lebesgue
可积且积分值相同【利用阶梯函数逼近证明】。
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*有限测度一致有界收敛定理：有限测度集合 E 上的可测函数列 fn几乎处处一致

有界，几乎处处收敛到 f，则   || ffn →0。

*设 f 为非负可测函数且  f =0，则 f = 0 a.e.。

【证】若 f 不是几乎处处为 0，考虑集合 E={x:f(x)>0}，并记 En={x:f(x)≥1/n}。则 E=∪En，

且 0<m(E)≤Σm(En)，从而存在 N 使得 m(EN)>0，从而  f ≥m(EN)/N，矛盾。

*设 f 为可测且对于任意开集 A，成立 A f =0。则 f = 0 a.e.。

*Fatou 引理： 0nf ，则 


 n
n

n
n

ff limlim 。

【例 4.2】{fk(x)},{gk(x)}是 ERn上的两个可测函数列，且有|fk(x)|≤gk(x),x∈E。若 lim fk=f，
lim gk=g，lim ∫gk=∫g<+∞，试证明∫fk=∫f。
【解】对 gk+fk 和 gk-fk利用 Fatou 引理立得。

【例 4.3】设 f(x)是 ERn 上的非负可测函数，若存在 EkE，m(E\Ek)<1/k 使得极限 lim∫Ekf
存在，试证明 f(x)在 E 上可积。

【解】设 fk(x)=f(x)χEk(x)，从而 fk(x)依测度收敛到 f(x)，进而存在子列 fk,i(x)→f(x)a.e.。根据

Fatou 引理，有∫∪Ekf=∫lim fk,i≤lim∫fk,i=lim∫Ek,if<+∞。由于 E\∪Ek是零测集，从而 f 在 E 上可积。

*Some simple tips:
1. 抽子列大法，尤见于依测度收敛中，其任意子列都有子列收敛【到同一极限】；

2. 用于非负函数列，构造 Fatou 引理，利用线性性与负数取下极限变成上极限；

当题目出现|f|≤g,fn→f 时，可以对 g±f,2g-|f-fn|,|f|+|fn|-|f-fn|使用 Fatou 引理；

3. 对函数积分可以表征一些几乎处处的性质，比如积分为 0→几乎处处为 0，可

积→几乎处处不为+∞（对应函数项级数即积分收敛）；

4. 升维，化累次积分，测度变为示性函数积分，交换顺序（数学分析技巧）；

5. 证明可积函数性质时，很多时候只要找可积函数空间的稠密子集即可。

【例 4.4】设非负函数 f(x)∈L(R)，记 F(x)=∫(-∞,x]f(t)dt，如果 F(x)∈L(R)，则∫Rf=0。
【解】 ε>0， n∈N+，使得∫{x:|x|≥n}F(x)<ε。从而 y>n，有 F(y)≤∫[y,y+1]F(y)≤∫{x:|x|≥n}F(x)<ε，
从而 lim F(x)=0，即∫Rf=0。

*依测度收敛型的 Fatou 引理： 0nf ，且 ff m
n  ，则 


 n

n
ff lim 。

【证 1】考虑使∫fn收敛到下极限的 fn子列 fn,k，知 fn,k 依测度收敛到 f。从而存在 fn,k,i→f a.e.，

从而 


 n
n

kn
k

ikn
i

ikn
i

fffff limlimlimlim ,,,,, 。

【证 2】 EB  使得   BE
ff ，且 m(B)<+∞；  ||

C
f ，  )(  CmifC 。

记 }
)(

|{|  
Bm

ffD nn


 ，从而  )(,, nDmNnN 。存在如下估计：

 2
\

 
nnn DD nDB nB n fffffff ，

进而  32   EBB nE n ffff ，取下极限立得结果。
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*Beppo-Levi 定理： ff nn  0 ，则  


ffnn
lim 。级数形式   nn

ff 。

【例 4.5】设 f∈L(R)，fn∈L(R)，且有∫R|fn-f|≤1/n2，证明：fn→f a.e.。

【解】我们注意到  






 11
||||

n
n

i
n ffff ，从而






1

||
i

n ff 几乎处处收敛。

【例 4.6】设非负函数 f(x)是 E 上的非负可测函数，且 Ek↑→E，则 lim∫Ekf=lim∫Ef。
【解】考虑函数列 f χEk非负单调递增趋于 f χE，从而利用 Beppo-Levi 定理，lim∫Ekf=lim∫EfχEk=
∫Elim fχEk=∫Ef。
【例 4.7】设 f∈L1(R)，a>0，试证明级数Σn= -∞,…,+∞f(x/a+n)几乎处处绝对收敛。

【解】只需要证明和函数 Lebesgue 可积即可，而这由三角不等式和变量代换知其显然性。

*f 可积，则 1°  ,0 B,m(B)<+∞,且  cB
f || ；2°   )(,,0 Bm ，有

B f || 。【可积函数大部分集中在有限区间；积分区间小，积分值也小】

*Lebesgue 控制收敛定理：fn→f a.e.且 g∈L1s.t.|fn|≤g a.e.，则 0||lim 
ffnn

。

对应级数： gfn  || ，则    nn ff 。

【例 4.8】设 xsf(x),xtf(x)在(0,+∞)上可积，其中 s<t，试证明积分∫[0,+∞)xuf(x),u∈(s,t)存在且关

于 u 连续。

【解】∫[0,+∞)|xuf(x)|=∫[0,1]|xuf(x)|+∫[1,+∞)|xuf(x)|≤∫[0,1]|xsf(x)|+∫[1,+∞)|xtf(x)|<+∞从而可积，连续性利用

Lebesgue 控制收敛定理将 lim 提进去即可。

【例 4.9】 ff m
n  ，且存在可积函数 F 使得|fn|≤F。证明：f 可积，且 lim ∫fn=∫f。

【解 1】 ff
in
 a.e.，从而根据 Lebesgue 控制收敛定理知  


ff

ini
lim 。由于 nf 的任

意子列都是依测度收敛的，从而任意子列都有子列使得积分极限顺序可交换。从而整体积分

极限顺序可交换，即 lim ∫fn=∫lim fn=∫f。(对|fn-f|依测度收敛性讨论还可以证明 lim ∫|fn-f|=0)

【解 2】对 FffF m
n 2||2  使用 Fatou 引理，知  


||lim22 ffFF nn
，从

而有 lim ∫|fn-f|=0，即原命题成立。

*定义可测集 E 上 Lebesgue 可积函数空间为 L1(E)，定义范数  ff ，则 L1是

完备的赋范线性空间。如果 0 ffn ，则称 nf 在 L1意义下收敛到 f ，记为

ff L
n  1 。

【例 4.10】如果 fn 几乎处处或者依测度收敛到 f，且 ffn  ，证明 ff L
n  1 。

【解】对 |||||| nn ffff  利用 Fatou 引理，知  


||lim||2||2 nn
ffff ，从而

知 lim ∫|fn-f|=0，从而原命题成立。

*可积函数空间的稠密子集：简单函数、阶梯函数、有紧支集的连续函数、有紧
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支集的光滑函数。

*积分在变换下的不变性：平移不变性、伸缩不变性、反射不变性。

*伸缩变换的连续性：(平移) 0lim
0




ffhh
 ，(伸缩) 0lim

1



ffD

。

*Fubini 定理：给定 Rd=Rd1×Rd2上的可积函数 f(x,y)，则：1°对几乎所有的 x，作

为 y 的函数 f(x,y)是 Rd2上的可积函数；2°可定义 x 的函数  2
),(

dR
dyyxf 是 Rd1上

的可积函数，且    
1 2

),(),(
d dd R RR

yxfyxf 。

*Tonelli 定理：给定 Rd=Rd1×Rd2上的非负可测函数 f(x,y)，则：1°对几乎所有的 x，

作为 y 的函数 f(x,y)在 Rd2上可测；2°可定义 x 的函数  2
),(

dR
dyyxf 是 Rd1上的可

测函数，且    
1 2

),(),(
d dd R RR

yxfyxf 。

*如果 E 为 Rd上的可测集，定义 EX={y∈Rd2,(x,y)∈E}，那么对几乎所有的 x，

EX是 Rd2上的可测集，且 m(E)=  1
)(

dR

X dxEm 。但逆命题不成立。

【例 4.11】设 f∈L(Rn)，对于 a>0，定义 Ea={x:f(x)>a}。证明： 



0

)( daEmf aRn
。

【解】    










nnn RR axfxR axfxa dxxfdxdaxdadxxdaEm )()()()(
0 })(:{0 })(:{0
 。

【例 4.12】设 f∈L(R)，且 xf(x)在 R 上可积，令  


x
dttfxF )()( 。若有 0)( R dxxf ，

试证明 F∈L(R)。

【解】   
 


0 0 ],0[0 00

)(|)(||)(||)(| dtdxtxfdxdtxfdxxxf x

x
 --交换次序--

 
 


txx dxxfdtdxtxfdtdxdttxf |)(|)(|)(|)(|)(|

00 ],0[00 0 ],0[ 





00

|)(||)(| dttFdxxfdt
t

，从而 F∈L([0,+∞))，同理 F∈L((-∞,0])，即 F∈L(R)。

【例 4.13】设 f(x)是 ERn上的非负实值函数，记 Gf ={(x,y)∈Rn+1|0≤y≤f(x)}，证明 f 可测的

充要条件是 Gf可测，且有 m(Gf)=∫f。
【解】必要性。f 可测，从而存在递增简单函数列 gk→f。易证 lim Ggk∪{(x,f(x))}=Gf。由于

{(x,f(x))}是零测集，从而 Gf 可测，且 m(Gf)=lim m(Ggk)=lim ∫gk=∫lim gk=∫f。
充分性。Gf可测，从而对几乎所有的 y，f(x)≥y 可测。这表明 f 可测，且∫f=m(Gf)。
*对于 E1Rd1,E2Rd2,E=E1×E2Rd，成立：1°如果 E1,E2可测，则 E 可测，且

m(E)=m(E1)m(E2)；2°如果 E 可测，则 E1,E2均可测并且 m(E)=m(E1)m(E2)或 E1,E2

有一个零测集，此时 E 也是零测集；3°f(x)是 Rd1上的可测函数，则 g(x,y)=f(x)
作为 Rd上的函数可测。

*可测集在线性变换下测度的变化：L:Rd→Rd是线性变换，且 det L≠0，则对于可

测集 E，有 m(L(E))=|det L|m(E)；从而对于可积函数 f，若 L 非退化，有∫f(L(x))=|det
L|-1∫f。

*卷积：定义   dyygyxfgf )()(* ，且 112
|)(||)(|

LLR
gfdxdyygyxf

d
 ，
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从而 111*
LLL

gfgf  。如果 f 和 g 都是非负函数，则等号成立。卷积还满足交

换律、结合律、分配律。

-------------------------------------------期中考试部分------------------------------------------
-------------------------------------------期末考试部分------------------------------------------

第五章 微分与不定积分

*Lebesgue 微分定理：f∈L1(Rd)，则 0|)()(|
)(

1lim 00)(,0

 BBmBx
dxxfxf

Bm
a.e.。满

足等式的点 x0称为 f(x)的 Lebesgue 点。

*Hardy-Littlewood 极大函数：如果 f∈L1(Rd)，定义 Mf(x)= 
 BBx

f
Bm

||
)(

1sup 。满足

1°Mf 可测；2°|f|≤Mf<+∞ a.e.；3°存在常数 C 使得α·m({x:Mf(x)>α})≤C||f||L1, α。

*对于可测集 E，称满足 1
)(

)(lim
0)(,


 Bm

BEm
BmBx


的点为 E 的密度点。几乎所有 E 中

的点都是 E 的密度点，几乎所有不在 E 中的点都不是 E 的密度点。（考虑χE(x)
的 Lebesgue 点）

【注】本结论具有非常强的几何性质。这表明对于 x∈E a.e.，E 在 x 附近近乎稠密。

*联系卷积：    dycyxfdyyxfcf
xB B

d
dB

d
dxB ),0(

1

),0(

1

),(
)()(

|),(|
1





。特

别地，记 ),0(
1

  B
d

dcK  。由 Lebesgue 微分定理，limε→0(f *Kε)(x)=f(x)a.e.。

*上述（但不限于）与 f(x)作卷积的函数 Kε(x)称为卷积核。如果∫Kε=1 且|Kε|≤Amin
{ε-d,ε|x|-d-1}，则称 Kε为恒同逼近。【希望推广上述卷积核的概念；希望卷积函数

与原函数积分值相等；希望卷积核在近处有界且在远处衰减较快】

*如果 Kε是恒同逼近，则 limε→0||Kε*f(x)-f(x)||L1=0， f(x)∈L1(Rd)。

【证】     dyxfxfyKdxdyxfyxfyK
xL

y 1)()(|)(||)]()()[(| 

1
0|||| 0 11 2|)(|2|)(| 


  

   dL
dd

dy Ly
cfAAcdyfyKdyyK

0)( 1
0

1
0

11
0    

ddd CC
dd

 
。

*如果 Kε是恒同逼近，则 limε→0(Kε*f)(x)=f(x) a.e.， x 为 f(x)的 lebesgue 点。

【证】定义  
),0(

|)()(|
)),0((

)(
rB

d dyxfyxf
rBm

cr ，从而成立下述估计：

 





 

 
||

1

),0(
|||||||)()(|

y

d
yB

d
yy dyyffAdyffAdyyKff
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











  



0
1

1
1

0
2||2 1 )2(

)2()2()(
)2(

||)(
1

k
dk

dk
k

k
y dky AAdyffAA

kk 















0

1

2
)2(2)(

k
k

k
dAA  。 0)(lim

0



r

r
 a.e.，从而 0

2
)2(2)(

0

1

 






k
k

k
dAA  。

【注】这种估计方法在调和分析中非常有效。

【例 5.1】设Kε是恒同逼近，证明存在常数 c 使得对所有可积函数 f有 supε>0|(Kε*f)(x)|≤cMf(x)，
 x∈Rd。

【解】  


   ||||
|)()(||)()(||)()(|

yy
dyyKyxfdyyKyxfdyyKyxf

 










 ),(

0
2||2

1

||
)(

)),((
1|||)(||)(|

1  


xBd
k

y

d

y

d dyyf
xBm

cdyyyxfdyyxf
kk

















0

2||
0

2||2

1
11

2|)(|)()2(|)(|
k

y

kkdd
d

k
y

dk
kkk

dyyxfxMfcdyyxf




 









 



00
)2,(

1
1 )(

2
2)(2)2(|)(|

))2,((
)(

1
k

k
d

d

d
k

xB

kkdddk
k

d
d xMfcxMfcdyyf

xBm
cxMfc

k 




(级数收敛的一致性) )(xcMf 。

*Dini 导数：
h

xFhxFFh
)()( 

 ， FxFD hhh






0,0
lim)( ， FxFD hhh






0,0
lim)( ，

FxFD h
hh





0,0

lim)( ， FxFD h
hh





0,0

lim)( 。

【例 5.2】F(x)∈C[a,b]，且 x∈[a,b]，成立 D+F(x)≥0。证明 F(x)单调递增。

【解】若 F(x)不单调增，从而存在 x1<x2 且 f(x1)>f(x2)。考虑过两点(x1,(2f(x1)+f(x2))/3)和
(x2,(f(x1)+2f(x2))/3)的直线 m 与 F(x)的最后一个交点。在这个交点上，必有 D+F(x)≤km。

【例 5.3】F(x)∈C[a,b]，证明 Dini 导数
h

xFhxFxFD
h

)()(lim))((
00






 是可测的。

【解】考虑
h

xFhxFxF
n

h
n

)()(sup)(
)1,0(






，从而 )(lim))(( xFxFD nn 

  。又因为 )(xFn 是

一族连续函数的上确界函数，而连续函数的上确界函数有 


 }{}{sup tftf  是开集

的并，从而仍是开集，从而其可测，因此可测函数的极限函数可测。

*Rn中半径一致有界的球族 Bα，则存在互不相交的球列 Bn使得 





1

5
n

nBB


 。

*Riesz 日出引理：G 是 R 上的实值连续函数，定义 E={x: h>0,s.t.G(x+h)>G(x)}，
则 E 为开集=∪k=1,2,…,+∞(ak,bk)。若(ak,bk)是有限区间，则 G(ak)=G(bk)。

【例 5.4】定义单边极大函数 



 

hx

xh
dyyf

h
xfM |)(|1sup)(

0
，记 })(:{   

 xfMxE ，



15

证明：  


 E
dyyfEm |)(|1)( 。

【解】1°f(x)可积时：容易验证 xdttfxg
x

  
|)(|)( 是实值连续函数。对 g(x)使用 Riesz

日出引理，知在有限区间(ai,bi)上成立 g(ai)=g(bi)。由于  Ex   h>0,s.t.G(x+h)>G(x)，从

而在有限区间上成立题设。注意到 G(-∞)=+∞,G(+∞)=-∞，从而不可能会有无线区间。于是题

设对小区间的可数并自然也成立。

2°f(x)不可积时：

case 1：存在有限区间[a,b]使得 
b

a
dxxf |)(| 。从而  Ea),( 。将区间[a,b]二等分，

必有区间积分值是+∞。不断二等分。如果某一次分割中函数在两个区间上的积分值都是+∞，

则结论已证：不妨设为[c,d]和[d,e]，则  Ed ),( ，从而等式右边为+∞。否则，由闭区

间套定理，存在 x0∈ ],[ ii ba ，这将导致|f(x)|在[a,b]\{x0}上内闭可积。若|f(x)|在区间[a,x0]

上积分值是+∞，则  Ex ),( 0 ，结论已证；若|f(x)|在区间[x0,b]上积分值是+∞，则[x0,x0+δ)

的积分值可以很大，比如说>α(b-a)，这也表明(-∞,x0+δ)  E ，从而等式右边是+∞。

case 2：f(x)在 R 上内闭可积。考虑充分大的-x0,y0 使得[x0,y0]∩ 
E 不为空。类似地，可定义

g(x)= xdttf
x

x


0

|)(| ，在[x0,y0]使用 Riesz 日出引理，从而[x0,y0]∩ 
E =∪(ak,bk)，只是在

端点处有 G(ak)≤G(bk)，其余区间都是等号。如果能找到一系列{xn}→-∞,{yn}→+∞使得都不

是端点，那么结论已证；若不对，则 x0 使得(-∞,x0)中或者是 
E 中的点，或者是 

E 的端点。

但构成区间端点的个数只是可数个，从而 m( 
E )=+∞。应用日出引理得到的不等式 

kb

x
f

0

|| ≥

α(bk-x0)，x0=ak是区间端点，再对 k 求和知等式右边也为+∞。

*单调函数的 Lebesgue 微分定理：F(x)在[a,b]上单调递增，则 F'(x)几乎处处存在，

且非负可积，满足 )()()(' aFbFdxxF
b

a
 。

【证】利用可数个间断点构造小跳跃函数

















nnnn

nnnn

n

n

xxxFxF

xxxFxF
xx

xj

   ),0()0(  

        ),0()(  
                                          ,0

)(



 ，

则 )()()(  )(
1

aFbFxjxJ
n

n 




从而一致收敛。即 F(x)=J(x)+f(x)，其中跳跃函数 J(x)满足

J'(x)=0 a.e.，f '(x) a.e.且可积。由 Fatou 引理， 





b

a n

b

a
dx

n
xfnxfdxxf

/1
)()/1(lim)('

)()(
/1

)()/1(lim afbfdx
n

xfnxfb

an



 


即得结论。
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*Fubini 逐项微分定理：{fn(x)}是[a,b]上的单增函数列，且Σfn(x)在[a,b]上收敛，

则(Σfn(x))'=Σfn'(x) a.e. x∈[a,b]。

*在[a,b]上的函数 F(x)，定义全变差 






n

i
ii

bxxxa
F xFxFbaT

n 1
1 |)()(|sup]),([

10 
。如

果 TF([a,b])<+∞，称 F 是有界变差函数。有界变差函数构成空间 BV([a,b])。
*曲线γ(t)=(x(t),y(t))可求长的充分必要条件是 x(t),y(t)都是有界变差函数。

*正变差： 






n

i
ii

bxxxa
F xFxFbaP

n 1
1))()((sup]),([

10 
，

负变差： 






n

i
ii

bxxxa
F xFxFbaN

n 1
1))()((sup]),([

10 
。

*F(x)∈BV([a,b])，则 F(x)-F(a)=PF([a,x])-NF([a,x])，TF([a,x])=PF([a,x])+NF([a,x])。
*F(x)是有界变差函数当且仅当 F(x)是两个有界单调增函数的差，从而有界变差

函数几乎处处可导，且导函数可积。

*有界变差函数（空间）的性质：

1. 是线性空间：f,g∈BV([a,b]) af+bg∈BV([a,b])；
2. 是代数，f,g∈BV([a,b]) fg∈BV([a,b])；
3. 是完备不可分的赋范空间，||F||=sup|F|+TF([a,b])；
4. 函数 F∈BV([a,b])当且仅当 a<c<b，F∈BV([a,c]),F∈BV([c,b])，且 BV([a,c])
+BV([c,b])=BV([a,b])，TF([a,c])+TF([c,b])=TF([a,b])；
5. 函数 F∈BV([a,b])，则 TF([a,x])几乎处处可微，且(TF([a,x]))'=|F'(x)| a.e.。
【证】考虑分划 : a=x0<x1<…<xn=b 使得|TF([a,b])-TF( )|<ε。归纳性定义 g(x): g(a)=0，for x
∈[xi-1,xi]，g(x)=g(xi-1)+F(x)-F(xi-1) if F(xi)-F(xi-1)>0 otherwise g(x)=g(xi-1)+F(xi-1)-F(x)。我们有

g(b)=TF( )>TF([a,b])-ε。另外，注意到 TF([c,d])≥|g(d)-g(c)|知 TF([a,x])-g(x)是单调递增函数。

容易知道 g'(x)=|F'(x)| a.e.。取εn=2-n，从而Σn(TF([a,x])-gn(x))单调收敛，根据 Fubini 逐项微分

定理和单调函数的 Lebesgue 微分定理，Σn(TF([a,x])'-gn'(x))<+∞，从而 gn'(x)→TF([a,x])' a.e.，
进而有|F'(x)|=TF([a,x])' a.e.。
*定义 F(x)为绝对连续函数，如果 ε>0, δ>0,s.t.有限个两两不交区间(ak,bk)，




N

k
kk ab

1
)( ，成立 



N

k
kk aFbF

1
|)()(| 。绝对连续函数空间记作 AC([a,b])。

*绝对连续函数（空间）的性质：

1. 一致连续，从而连续；有界变差，且有 TF([a,b])= 
b

a
dxxF |)('| ；

2. 将零测集映成零测集，因此将可测集映成可测集；

3. 是线性空间，是代数，是可分完备的赋范空间，||F||=sup|F|+∫|F '|。
*Vitali 覆盖：称{Bα(闭球)}为集合 E 的 Vitali 覆盖，如果 x∈E,δ>0,Bα s.t.x∈Bα

且|Bα|<δ。如果 ERd且 m*(E)<∞，则对E 的 Vitali 覆盖 B,δ>0，B 中的有限

个两两不交的球 B1,B2,…,Bn使得 m*(E\∪Bi)<δ且Σm(Bi)≤m*(E)+δ。
*如果 F∈AC([a,b])且 F'=0 a.e.，则 FConst.。

*N-L 公式：如果 F∈AC([a,b])，则 F 几乎处处可微，且 )()()(' aFbFdxxF
b

a
 。
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*分部积分：如果 F,G∈AC([a,b])，则 )()()()('' aGaFbGbFFGGF
b

a

b

a
  。

【例 5.5】证明：F(x)满足|F(t1)-F(t2)|≤M|t1-t2|等价于 F(x)绝对连续且|F'(x)|≤M a.e.。
【解】必要性是显然的。下面考虑充分性。

由估计|F(t1)-F(t2)|≤TF([t1,t2])= 
2

1

|)('|
t

t
dttF ≤M|t1-t2|从而得证。

*如果 F(x)是[a,b]上的实值函数，对任意 E [a,b]，如果 F(x)在 E 上可微且|F'|E≤M，

则 m*(F(E))≤Mm*(E)。

*F(x)在[a,b]上可导，且 F'(x)可积，则 F(x)绝对连续，且 F(x)=F(a)+ 
x

a
dttF )(' 。

*Lebesgue 分解定理：[a,b]上的单调增函数 F 可分解为 F=FAC+FC+JF，其中 FAC

是绝对连续函数，FC 是导数几乎处处为 0 的连续函数，JF是跳跃函数；且分解在

相差常数意义下唯一。

*给定曲线γ(t)=(x(t),y(t)),a≤t≤b。如果 x(t),y(t)∈AC([a,b])，那么γ(t)可求长，并且

 
b

a

b

a
dttytxdttL 22 ))('())('(|)('|)(  。

*积分的变量替换公式：φ:[a,b]→[c,d]是单调的绝对连续函数，则对于任意函数

f(y)∈L1[c,d]，成立  
b

a

d

c
dxxxfdyyf )('))(()(  。

*高维情形：φ:U→Rd是连续可微单射，URd是开区域，Jφ= |)(| dd
j

i

x 
 ≠0，则对

于任意函数 f(y)∈L1(φ(U))，成立  
UU

dxxJxfdyyf |)(|))(()(
)( 

 。（更一般的

情形是φ,φ-1是保可测性的且φ(U),U 测度有限）

*不同连续的概念：

1. 连续： x， ε>0， δ，s.t.|f(x)-f(y)|<ε， y 满足|y-x|<δ；
2. 一致连续： ε>0， δ，s.t.|f(x)-f(y)|<ε， |y-x|<δ；
3. Lipschitz 连续：|f(x)-f(y)|≤L|x-y|；
4. 绝对连续： ε>0， δ，s.t. (ai,bi)i=1,…,N两两不交且Σ|bi-ai|<δ，Σ|f(bi)-f(ai)|<ε；
5. Cα连续(α-Holder 连续,0<α<1)：|f(x)-f(y)|≤M|x-y|α。

第六章 Lp 空间

*定义  p
E

p
L

dxff p

1

|| ， }:{)(  pL
p ffEL ； L

f = .}. :inf{ eaMfM  ，

}:{)(  


L
ffEL 。Lp(E)是线性空间。

*Holder 不等式：f∈Lp(E),g∈Lp'(E),1≤p≤+∞, 1
'

11


pp
，则 '1 pp LLL

gffg  。

*插值不等式：0<q≤p≤s≤+∞，则 θ∈[0,1]满足
  1
sqp LLL

fff ,
sqp
 


11

。

*Minkowski 不等式：1≤p≤+∞，则 ppp LLL
gfgf  。
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*一个 Lp范数的刻画：1≤p≤+∞，则 }{sup 1

' 1
L

g
L

fgf
pL

p


 。

*广义 Minkowski 不等式：1≤p≤+∞，则   dyyxfdyyxf p
xp

x
LL

),(),( 。

*Hardy 不等式：1<p<+∞，f(x)∈Lp(0,+∞)，定义 F(x)= 
x

dttf
x 0

)(1
，x>0，则 F(x)

∈Lp(0,+∞)，且 pL
F ≤ pL

f
p
p

1
。

*Young 不等式：f∈L1(Rd)，g∈Lp(Rd)，1≤p≤+∞，则 pp LLL
gfgf 1*  。

*Young 不等式推广：1≤p,q,r≤+∞，
rpq
1111  ，则 rpq LLL

gfgf * 。

*恒同逼近推广：∫K=1，定义 Kε(x)=ε-dK(ε-1x)，则 0*lim
0




pL
ffK

，1≤p≤+∞。

*对于 1≤p≤+∞，Lp空间是完备(1≤p<+∞则可分)的 Banach 空间。

*取 p=2，考虑空间 L2(R)，定义内积(f,g)=∫fg，诱导出范数 ),(2 fff
L
 。

*范数的性质：1. Cauchy-Schwarz 不等式：|(x,y)|≤||x|| ||y||；2. 三角不等式：||x+y||
≤||x||+||y||；3. 平行四边形法则：||x+y||2+||x-y||2=2(||x||2+||y||2)。
*Definition：Hilbert 空间是可分完备的内积空间。

*关于基的一些性质：如果(f,g)=0，则 f⊥g；f⊥g ||f+g||2=||f||2+||g||2；如果{en}
两两垂直，则称为正交系；如果||en||=1，则称为标准正交系；如果标准正交系{en}
中有限线性组合构成的集合在 H 中稠密，则称{en}为标准正交基。

*给定{ek}为 Hilbert 空间 H 上的标准正交系，则下列命题等价：1°{ek}为 H 的一

组标准正交基；2°f⊥ek ( k) f=0；3° f∈H，SN(f)→f，SN(f)=Σn=1,2,…,N(f,en)en；

4° f∈H，满足 Parseval 等式，即 





1

22 |),(|
n

neff 。

*任何 Hilbert 空间都存在一组标准正交基。

*Riesz 表示定理：如果 T 为 Hilbert 空间上的连续线性泛函(T:H→R,T(ax+by)=
aT(x)+bT(y)，C s.t.|T(x)|≤C||x||)，则 x0∈H s.t.T(x)=(x,x0), x∈H。


