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高等代数第四章 矩阵的运算

重要概念：

请读者注意：如无特殊说明，矩阵A=(aij)。
1. 矩阵的运算

乘法交换律：A(BC)=(AB)C。
乘法分配律：A(B+C)=AB+AC；(A+B)C=AC+BC。
矩阵的转置表示列写成行，行写成列，记为AT。(AB)T=BTAT。

2. 特殊矩阵

单位矩阵I：aii=1，aij=0 (i≠j)。数量矩阵：kI。
初等矩阵P：P(i;j)表示对I的i、j行交换；P(i(c))表示对I的第i行×c；
P(j,i(k))表示对I的第i行的k倍加到第j行上或者第j列的k倍加到第i列上。

基本矩阵E：Eij表示aij=1，其余元为0。
对角矩阵：diag{d1,…,dn}表示主对角元为d1,…,dn，其余元为0。
对称矩阵：AT=A。斜对称矩阵：AT=-A。

*对合矩阵：A2=I。幂等矩阵：A2=A。幂零矩阵：At=0。
3. 矩阵乘积的秩与行列式

几个重要的秩(不)等式：

①As×nBn×m=0，有rank(A)+rank(B)≤n
②rank(A+B)≤rank(A)+rank(B)
③rank(AB)≤min{rank(A),rank(B)}
④rank(An×sBs×n)≥rank(A)+rank(B)-s
⑤rank(ATA)=rank(AAT)=rank(A)
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几个重要的行列式公式：

①|AB|=|A||B|
②Cauchy-Binet公式：A是s×n矩阵，B是n×s矩阵。
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③A是s×n矩阵，B是n×s矩阵，AB的任一r阶(r≤min{s,n})子式为
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4. 可逆矩阵

矩阵可逆矩阵的秩不等于0。矩阵有逆矩阵，则逆矩阵唯一，记为A-1。

伴随矩阵：
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（注意矩阵是转置过来写的！！！）

满足AA*=|A|I，|A*|=|A|n-1。(AB)*=B*A*。
任一可逆矩阵可以通过左（右）乘一系列初等矩阵化为单位矩阵。

单位矩阵可以通过左（右）乘一系列初等矩阵化为任一可逆矩阵。

用可逆矩阵去左（右）乘任一矩阵，不改变改矩阵的秩。

(A,I)  初等行变换 (I,A-1)。(AB)-1=B-1A-1。

5. 矩阵的分块

用分块矩阵的一个求逆矩阵思路：AB=I，A(α1,…,αn)=(β1,…,βn)，Aαi=βi。去求每

组解α即可。

分块矩阵的初等行（列）变换：两块行（列）互换位置；一块行的左（右）P倍
（P是矩阵）加到另一块行上；用可逆矩阵左（右）乘某一块行。

6. 正交矩阵，欧几里得空间Rn

定义内积：(α,β)=αTβ。我们称Rn是一个欧几里得空间。内积为0，向量正交。

正交矩阵意味着ATA=I。正交基意味着n个向量组成的正交向量组。正交向量组

中的向量一定线性无关。标准正交基是将正交基单位化后的产物。

正交矩阵的充要条件是它的行/列向量是一组标准正交基。

Schmidt正交化： 11   , 1
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，再单位化。

7. Kn到Ks的线性映射

定义为一个映射f : SS'，即对于每一个a∈S，均存在b∈S'，s.t.a b。
把b称为a在f下的象，a称为b在f下的原象，S称为定义域，S'称为陪域，象组成的

集合f (S)或Im f 称为值域。

单射：a≠b f (a)≠f (b)；满射：f (S)=S'；双射或同构：既是单射又是满射。

设 A是数域K 上的s×n矩阵，令A:KnKs,α Aα。则 A是Kn到Ks的一个映射。这

个映射保持加法及数量乘法：A(α+β)=A(α)+A(β)；A(kα)=kA(α)。
线性映射：保持加法与数量乘法的映射，即f (α+β)=f (α)+f (β)；f (kα)=k f (α)。
以下所有讨论发生在线性映射 f:V1mV2m,α Aα下：

I：对于任意的V1、V2，必存在f，使得该线性映射成立。（零映射即满足）

II：对于每一个形如上式的线性映射，它将零元映射成零元，负元映射成负元，

相关向量组映射成相关向量组，无关向量组不一定映射成无关向量组。
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)()()(  是原向量组基的象 )( if  的线性组合，因

此我们构造线性映射时，只需要确定基的象。

IV：f :V1→V2是单射 f (α)=0则α=0。
V：f :V1→V2是同构 f 把V1无关向量组映射成V2无关向量组，把V1基映射成V2
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基 dimV1=dimV2。

VI：dimV1=dimV2至少存在一个（进而存在无穷多个）同构 f :V1→V2。

Ker( f )表示在映射f下，映成零元的原象集，称作映射f的核(Kernel)。
注：1. Ker( f )是V1的子空间；Fm的子空间均为某个f : Fm→Fn的核，thus均为某个

齐次线性方程组的解空间。

2. {Fm的子空间}与{线性映射 f :Fm→Fn的Ker( f )}并不是一一对应的 (this is
because有很多不同的齐次线性方程组解相同)。

对于映射 f :V1→V2，固定V1和V2的一组基 n
ii

m
ii β,α 11 }{}{  ：

我们有f :V1→V2，(α1,…,αm)X (β1,…,βn)AX。
记HomF (V1,V2)为满足f :V1→V2的所有映射f 构成的集合，是一个(现代)向量空间。

对于某个f ∈HomF (V1,V2)，
∵f (αi)=f ((α1,…,αm) i)=(β1,…,βn) A i ( f (α1),…,f (αm))=(β1,…,βn) A。

∴A由f∈HomF (V1,V2)唯一决定。称A为f 在基 n
ii

m
ii β,α 11 }{}{  下的矩阵。

定义： : Hom(V1,V2)→Mm×n(F)，f  A。（ 是一一映射）

1.  线性： (f +g)= (f )+ (g)， (k f )=k (f )；
2.  单： (f )=0 f =0；
3.  满：A∈Mm×n(F)，V1→V2，f :(α1,…,αm)X (β1,…,βn)AX，
则(f (α1),…,f (αm))=(β1,…,βn)A。

设f在基 n
ii

m
ii β,α 11 }{}{  下的矩阵为A，g在基 n

ii
m
ii , 11 }{}{   下的矩阵为B，则 fg  在

基 n
ii

m
ii ,α 11 }{}{   下的矩阵为BA。

如果线性映射f :V1→V2存在线性映射g:V2→V1使得
12

, VV idfgidgf   。则称f

是可逆的。f 可逆的充要条件是f 是同构，即dimV1=dimV2。此时有An×nBn×n=I。
即：HomF(V,V)≌Mn×n(F)（同构），fA，f -1A-1。
8. 一些特殊的矩阵公式（important！）

a. 上（下）三角矩阵乘上（下）三角矩阵仍是上（下）三角矩阵。

b. 正交矩阵乘正交矩阵仍是正交矩阵。

c. 上三角矩阵是正交矩阵，则它一定是对角矩阵且主对角元为±1。
d. 可逆上（下）三角矩阵的逆矩阵仍是上（下）三角矩阵。

e. 设A、B分别是s×n、n×s矩阵，则
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g. 若AC=CA，则 ||
  
  

BCAD
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 （类似公式有很多，要习惯分块）

h. 若A、D分别是r、s阶可逆矩阵，B、C分别是r×s、s×r阶矩阵，则
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DC
BA

BCADACBDAD
   
   

|||||||| 11   （是公式d的一般情况）

好题集萃：

类型1：矩阵的秩

1. 证明：数域K上的n级矩阵A是对合矩阵的充要条件是rank(I+A)+rank(I-A)=n.
解：这道题用矩阵乘除法的性质难以做出。我们换用另一种方法：分块矩阵法。
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，∴rank(I+A)+rank(I-A)=n rank(I-A2)=0 A2=I。

2. 设Am×n、Bm×n，证明： 
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3. A、B是n阶方阵，且AB=BA。

(1) 证明：rank(A)+rank(B)≥rank(AB)+rank(A+B)；
(2) 若rank(A2)=rank(A)，且AB=BA=0，证明：rank(A)+rank(B)=rank(A+B)。
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(2)易证：若rank(A2)=rank(A)，则矩阵方程A2C=A有解。








 


0     0    
0  

)(
BA

rankBArank = 






 

0      

0  
2A
BA

rank  






 
 ACAA

BABA
rank 2122         

  

).()(
     0

  
2

BrankArank
A

BAB
rank 







 
联立rank(A+B)≤rank(A)+rank(B)，命题成立。
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4. 设A、B都是n级矩阵，证明：如果AB=BA=0，那么存在正整数m，使得

rank(Am+Bm)=rank(Am)+rank(Bm)。
解：引理1：对任意A∈Mn(F)，正整数n使得rank(An)=rank(An+k)，k∈Z+。

证明：由n≥rank(A)≥rank(A2)≥…≥rank(An)≥rank(An+1)知这n+1个大于等于号

中必有一个取到等号。不妨设rank(Am)=rank(Am+1)，m∈{1,2,…,n}。
易知AmX=0与Am+1X=0同解。则Am(AX)=0与Am+1(AX)=0同解，即rank(Am+1)=
rank(Am+2)。由此递推知rank(An)=rank(An+k)对任意k∈Z+均成立。

引理2：A、B分别是数域K上的s×n和n×m矩阵。矩阵方程ABX=A有解的充分

必要条件是rank(AB)=rank(A)。
证明： ABX=A 有解  rank(AB)=rank(AB,A) 。∵ rank(AB,A)=rank[A(B,I)] ≤
rank(A)≤rank(AB,A)，∴rank(AB,A) rank(A)；rank(AB)=rank(AB,A)=rank(A)。
回到原题。由于存在正整数m，使得rank(Am+1)=rank(Am)，∴Am+1X=Am有解。不

妨设Am+1C=Am。下面采用分块矩阵：
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∴rank(Am+Bm)=rank(Am+1)+rank(Bm)=rank(Am)+rank(Bm)。
类型 2：行列式的计算

1. 计算右图的 n 阶行列式(n≥2)：
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2. 设B、C分别是实数域上的 )(, snnsn  级矩阵，证明 ||||
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解：首先说明，(v1',…,vn-s')表示(v1,…,vs)在(1,…,n)中的余项。

经过观察，容易发现 2|),(|),(),(
  
  

CBCB
C
B

CB
C
B

CCBC
CBBB

T

T

T

T

TT

TT






















 。我们有：

 0    3   2   1 
     

     3   0   1 
    3   2   0 






n
 n
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2

1

11
)(

2

1

1

,,1
','

,1
,

)1(|),(|






























  








nvv

sns
iv

laplace

s

s

i
i

ns
vv

C
s
vv

BCB
 


























  



2

1

1

1
,1
,

nvv

sCauchy

s
s
vv

B
 































2

''1

1

1
,,1

','

nvv

sn

sn
ns

vv
C

 


























 

 nvv

s

s

T

s
s
vv

B
vv
s

B
 





11

1

1 ,1
,

,
,,1

























 






 nvv

sn

sn

T

sn
ns

vv
C

vv
ns

C
''1

1

11
,,1

','
','

,1

 





CCBB TTCauchyBinet   
。

类型3：Schmidt正交化

1. 设A是实数域上的n级矩阵，证明：如果A可逆，那么A可以唯一地分解成正交

矩阵T和主对角元都为正数的上三角矩阵B的乘积：A=TB。
解：先证明可分解性。由于矩阵A可逆，所以A的列向量组(α1,…,αn)线性无关。

经过Schmidt正交化可得到与(α1,…,αn)等价的正交向量组(β1,…,βn)。所以：







1

1
21

11

12
211 ),(

),(,,
),(
),(,

n

i
ni

ii

in
n 





  。

记 i
i

i
jj

ji
jib 







||
1,

),(
),(

 。我们有：









































||            0         0    
                                     

                  0    
        |   ||

),,(

  1      0   0
                  

      1   0
       1

),,(),( 22

111121

1
2

112

11

n

nn

n

n
n

n

nn

||βb||β
||βb|βb

b
bb





















 ，

即A=TB，T是 ),,( 1 n  ，B是



















||            0         0    
                                     

                  0    
        |   ||

22

111121

n

nn

n

||βb||β
||βb|βb











。

再证明唯一性。设A=T1B1=T2B2。两边左乘T1-1、右乘B2-1，得到B1B2-1=T1-1T2。

由于等式左边是上三角矩阵，右边是正交矩阵。由性质c知道B1B2-1是对角矩阵，

且主对角元是±1。因为B1B2-1主对角元是正数，所以B1B2-1=I。即B1=B2，T1=T2。

2. 设A是实数域上的m×n矩阵，其中m＞n。证明：如果A的列向量组(α1,…,αn)线
性无关，那么A可以唯一分解成A=QR，其中Q是列向量组为正交单位向量组的

m×n矩阵，R是主对角元都是正数的n级上三角矩阵，这称为QR-分解。

解：可分解性与上题同。下证唯一性。

设A=Q1R1=Q2R2。等式两边右乘R1-1，得Q1=Q2R2R1-1。容易知道R2R1-1仍是主对

角元为正数的上三角矩阵。不妨设Q1=(α1,…,αn)，Q2=(β1,…,βn)，R2R1-1=(cij)。



7

∴ ),,(

     0    0 
                  

       0 
      

),,(),,( 11111
222

11211

11 nnnn

nn

n

n

nn ccc

c

cc
ccc

 







 



















 。

回顾正交向量的性质：(ηi,ηj)=δij。我们有：

11),(),(),( 11
2
1111

2
1111111111  ccccc  ；

00),(),(),(),( 1111
2

11111111
1

1111  


jj

j

i
iijji

j

i
ijj ccccccccc  ；

01),(),( 22
2
22

2
1222211222211222  ccccccc  ；……

依次进行下去，知道cii=1，cij=0(i≠j)。所以R2R1-1=I。继而R1=R2，Q1=Q2。

类型4*：矩阵的实际应用

1. 证明：如果整数a和b可以表示成形式为x3+y3+z3-3xyz的形式，那么ab也能表

示成这种形式的数。

解：易知x3+y3+z3-3xyz= ||
      
      
      

2zCyCxI
yxz
xzy
zyx

 ，其中

1   0   0
0   0   1
0   1   0

C 是循环移位矩

阵，知C3=I。
∴ab=|x1I+y1C+z1C2||x2I+y2C+z2C2|=|(x1I+y1C+z1C2)(x2I+y2C+z2C2)|
=|(x1x2+y1z2+y2z1)I+(x1y2+x2y1+z1z2)C+(x1z2+x2z1+y1y2)C2|
=(x1x2+y1z2+y2z1)3+(x1y2+x2y1+z1z2)3+(x1z2+x2z1+y1y2)3-3(x1x2+y1z2+y2z1)(x1y2+x2y1+
z1z2)(x1z2+x2z1+y1y2)。得证！

2. 考虑n个城市之间是否有航班连接的问题。令

A(i;j)=






否则，

的航班；有直飞当城市

,0

,1 ji CC
的n级矩阵称为邻接矩阵。证明：从城市Ci

到Cj所需要的航班个数等于使Am(i;j)≠0的最小正整数m。

解：利用数学归纳法。m=1,2时均显然成立。

假设航班个数为1,2,…,m-1时结论成立。

Ci到Cj所需航班个数为m存在Ck使得Ci到Ck需要m-t个航班，Ck到Cj需要t个航

班存在k使得Am-t(i;k)≠0，At(k;j)≠0且对于任意k有Am-t-1(i;k)=0或At(k;j)=0成立

 Am(i;j)=Am-tAt(i;j)=ΣAm-t(i;s)At(s;j)≠0，而Am-1(i;j)=ΣAm-t-1(i;s)At(s;j)=0。
由数学归纳法知原题结论成立。

本章重点：

1. 分块矩阵与矩阵的分块

2. 矩阵的逆

3. Binet-Cauchy公式

4. 正交矩阵/(单位)正交基

5. 线性映射的矩阵表示
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高等代数第五章 矩阵的相抵与相似

重要概念：

1. 等价关系与集合的划分：

集合S上的一个二元关系~如果具有下述性质： a,b,c∈S，有

1°a~a（反身性）

2°a~b b~a（对称性）

3°a~b and b~c a~c（传递性）

则称~是S的一个等价关系。

所有与a形成等价关系的元素构成的集合叫做由a确定的等价类，记为a。

2. 矩阵的相抵：

如果矩阵A经过一些初等行列变换变成矩阵B，则称A、B相抵，记做 BA
相抵

~ 。

相抵是一个等价关系，由矩阵的秩完全决定。即A、B相抵 rank(A)=rank(B)。
这里请读者注意，A、B相抵，必须有A、B∈Mm×n(F)。即行列数相等。

相抵标准形：设rank(A)=r，则A~ 







0   0
0  rI

。该矩阵称为A的相抵标准型。

由于A可以通过初等行列变换化为它的相抵标准型，故 Q
  I

PA r










0   0
0

。其中P、

Q是可逆矩阵。

3. 广义逆矩阵

定义：使得AXA=A的所有解X称为A的广义逆矩阵，记做A-。即：AA-A=A。

若 Q
   
  I

PA r










00
0

，则 11

  
  









 P

DC
BI

QA r ，s.t. AA-A=A。显然广义逆矩阵不唯一。

非齐次线性方程组AX=β有界的充要条件是β=AA-β。
非齐次线性方程组AX=β有界，则它的通解可以表示为A-β。
4. 矩阵的相似

*研究矩阵相似的来源：

在线性映射中，由于基的选取不同，就算是自身到自身的映射f : V→V，就算是

对于同一个f ，对应的矩阵都可以千变万化。那么这个f 对应的所有矩阵之间到

底有什么规律和联系呢？

设(α1,…,αn)是一组基，(β1,…,βn)是另一组基，( f (α1),…, f (αn))=(α1,…,αn)A，

( f (β1),…, f (βn))=(β1,…,βn)B，并且满足(β1,…,βn)=(α1,…,αn)C。易证C可逆。

则( f (β1),…, f (βn))=( f (α1),…, f (αn))C (β1,…,βn)B=(α1,…,αn)AC
 (α1,…,αn)CB=(α1,…,αn)ACCB=ACB=C-1AC。这便是矩阵相似的由来。

定义：称数域K上的n级矩阵A和B相似，当且仅当存在数域K上的n级矩阵P，
P-1AP=B。记作A~B。矩阵相似满足反身性、对称性、传递性，构成一个等价类。

注：相似依赖于把A、B看成是哪个数域上的矩阵。

特别地，与0相似的矩阵为0，与kI相似的矩阵为kI。
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矩阵A与B相似，则tr(A)=tr(B)，rank(A)=rank(B)，|A|=|B|，A-1~B-1。

tr的运算是线性的，且tr(AB)=tr(BA)。
5. 矩阵的特征值与特征向量

定义： λ∈K、α∈Kn，s.t. Aα=λα。α称为矩阵A的特征向量，λ称为特征值。

易证|λI-A|=0。我们把|λI-A|称为矩阵A的特征多项式。此时α是方程(λI-A)X=0的
一个解。对于每一个特征值λj，称(λjI-A)X=0的解空间是属于λj的特征子空间。

去求解特征值，实际上就是去求特征多项式的根。

零向量不是特征向量。

A的特征多项式|λI-A|是λ的n次多项式，则λn-k的系数是A的所有k阶主子式之和乘

(-1)k。特别地，λn系数是1，λn-1系数是-tr(A)，常数项是(-1)n|A|。
由韦达定理，知道Σλi=tr(A)， λi=|A|。
相似的矩阵有相同的特征多项式。反之则不然。

数域K的矩阵A相似于对角矩阵，我们称A可对角化，该对角矩阵称为A的相似标

准形。A可对角化的充要条件是A有n个线性无关的特征向量。

6. 矩阵可对角化的条件

把可对角化的矩阵所有特征值对应的特征向量写成一个矩阵形式：U={α1,…,αn}，
则U-1AU=diag{λ1,…,λn}。
特征子空间的维数（几何重数）≤根的重数（代数重数）；

不相等的根对应的特征向量线性无关。

n级矩阵A可对角化的充要条件是不同特征值特征子空间的维数之和为n。
如果n级矩阵A有n个不同的特征值，则A可对角化。

设f (x)=anxn+…+a1x+a0。若A的一个特征值为λ，对应的特征向量为α，那么f (A)
对应的特征值为f (λ)，对应的特征向量为α。
由于相似矩阵的行列式相等，那么一个可对角化矩阵的行列式为其所有特征值的

乘积。

对于一个复杂矩阵B，我们可以把它写成矩阵多项式f (A)的形式（A在数域K上是

可对角化矩阵），再计算出A的特征值λ，随即知道B的特征值为f (λ)，再做乘积

得出detB。
7. 实对称矩阵的对角化

实对称矩阵正交相似于实对角矩阵，且不同特征值对应的特征向量两两正交。

实对称矩阵的所有特征值几何重数等于代数重数。

对于求T-1AT=diag{λ1,λ2,…,λn}中正交矩阵T的过程：

1) 确定特征多项式|λI-A|=0的全部解；

2) 求出特征子空间的一组基，并施用Schmidt正交化；

3) 全部按列依次写出来得到T。注意λ与η的对应关系。

8. 一些特殊的矩阵公式（important！）

a. 行满秩矩阵满足AA-=I，列满秩矩阵满足B-B=I。
b. A是B的一个广义逆的充要条件是rank(A)+rank(In-BA)=n。
c. 幂等矩阵的秩等于它的迹。

d. AB与BA有着相同的非零特征值，且代数重数相同；若λ0是AB的某个非零特征

值，η是AB属于λ0的特征向量，则Bη是BA属于λ0的特征向量。特别地，若A、B
都是n级矩阵，则AB与BA的特征多项式相同。

e. 矩阵A、B∈Mn(F)，则AB与BA的特征多项式相等。

f. 矩阵A可对角化，λi是A所有的特征值，则|A|= λi。
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g. rank(A)=1，则矩阵A必有特征值tr(A)。
h. 可逆矩阵没有0特征值。

i. 实数多项式复根以共轭形式成对出现。

j. 实数域不相似，复数域也不相似；复数域相似，实数域也相似。

好题集萃：

类型1：有解条件与通解形式

1. 设A,B,C分别是数域K上的s×n,p×m,s×m矩阵，证明：矩阵方程AX-YB=C有解

的充分必要条件是C=AA-C+CB-B-AA-CB-B；在有解时，它的通解为

X=A-C+A-ZB+(In-A-A)W，Y=-(Is-AA-)CB-+Z-(Is-AA-)ZBB-。其中Z和W分别是

数域K上的任意s×p、n×m矩阵。

解：有解条件：

充分性：如果C=AA-C+CB-B-AA-CB-B，则X=A-C，Y=AA-CB--CB-是一个解。

必要性：设X、Y是一个解，则AX-YB=CAA-AX-YBB-B=C
AA-(AX-YB)+AA-YB+(AX-YB)B-B-AXB-B=C
AA-C+CB-B+AA-YB-AXB-B=C
AA-C+CB-B+AA-YBB-B-AA-AXB-B=C
AA-C+CB-B+AA-(YB-AX)B-B=C
AA-C+CB-B-AA-CB-B=C。
通解形式：通解是解：代入验证即可。

解是通解：1) AX-YB=CA-AX-A-YB=A-CX=X-A-AX+A-YB+A-C
X=A-C+A-YB+(In-A-A)X；满足X的通解形式；

2) AX-YB=CAX=YB+C [∵AXB-=AA-AXB-∴(Is-AA-)AXB-=0]
 (Is-AA-)(YB+C)B-=0 (Is-AA-)CB-+(Is-AA-)YBB-=0
Y= -(Is-AA-)CB-+Y-(Is-AA-)YBB-；满足Y的通解形式。

类型2：迹的运用

1. 设A是数域K上的n级矩阵，n≥2。证明：若A的秩为1且A2≠0，则A有一个非零

特征值tr(A)，且0是A的n-1重特征值。

解：|λI-A|=λn-tr(A)λn-1=0→λ=0或tr(A)。∵rank(A)=1，则A=αβT，A2=αβTαβT=βTαA，

∴βTα≠0，tr(A)=tr(αβT)=tr(βTα)≠0。∴A有一个非零特征值tr(A)，且易知0是A的n-1
重特征值。

2. 设A是复数域上的n级矩阵，λ1λ2,…,λn是A的全部特征值，求A的伴随矩阵A*
的全部特征值。

解：法一：1) 若A可逆，则λi≠0。进而Aαi=λiαi→A*Aαi=λiA*αi→|A|αi=λiA*αi→

ii
i

AA 


*||
 。|A|=λ1λ2…λn，A*全部特征值为λ2λ3…λn-1,λ1λ3…λn,…,λ1λ2…λn-1。

2) 若A不可逆，则必有某个λn=0。则由前面结论知rank(A*)≤1。
2.1) 当rank(A)=n-1时，rank(A*)=1。由第1题结论，知A*有个特征值为tr(A*)=A11+

A22…+Ann=A的特征多项式λ项的前系数的(-1)n-1倍=(Vieta定理)=


n

i
ni

1
1

ˆ   =

λ1λ2…λn-1。所以A*的特征值为λ1λ2…λn-1,0 (n-1重)。
2.2) 当rank(A)≤n-2时，rank(A*)=0。此时有且仅有特征值0(n重)。
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法二：由前面结论，A相似于一个上三角矩阵，且该矩阵主对角元为λ1,λ2,…,λn。

易证A*~B*(A~BAP=PB (AP)*=(PB)*P*A*=B*P*A*~B*，P可逆)

直接计算B*得A*~



















                                          
                                           
                              
                          

121

231

11232

n

nn

nn

c
cc












。

∴A*的全部特征值为λ2λ3…λn-1,λ1λ3…λn,…,λ1λ2…λn-1。

2. 设A、B是数域K上的n级矩阵，证明：如果AB-BA=C，且AC=CA，那么对一

切正整数k，都有tr(Ck)=0。
解：对AB-BA=C两边取tr，得tr(C)=0。注意到ACk=CACk-1=C2ACk-2=…=CkA。若

tr(Ck)=0，则tr(Ck+1)=tr(CkC)=tr(CkAB)-tr(CkBA)=tr(ACkB)-tr(ACkB)=0。
类型3：数列通项

1. 设数列{ak}满足下述递推公式：ak+2=
2
1 (ak+1+ak)，k=0,1,2…，以及初始条件a0=0，

a1=
2
1
。求这个数列的通项公式；并且求出 kk

a


lim 。（套路题）

解：构造 









1k

k
k a

a
 ，有 




































 2

1

1 0    1
2
1   

2
1

k

k

k

k

a
a

a
a

。对矩阵














0    1
2
1   

2
1

对角化，得


























































3
1   

3
1

3
1     

3
2

2
1   0

0      1

2  1
1     1

0    1
2
1   

2
1

，∴ 1
11

1
1  


  PPAPAP k

kk ，得出

3

)
2
1(1 k

ka


 。∴
3
1lim 

 kk
a 。

类型4：矩阵多项式的运用

1. 设A是复数域上的n级可逆矩阵，证明：如果A~Ak，其中k是大于1的正整数，

那么A的特征根都是单位根。

解：设λ是A的一个特征根，则λk是Ak的一个特征根。∵A~Ak，∴λk也是A的一个

特征根，从而知
2k 也是A的一个特征根，进而

lk 都是A的特征根。由于n级矩阵

最多有n个特征值，故存在m≠n，s.t.
mk =

nk 从而
nm kk  =1。即λ是单位根。

2. 设B是2n级实矩阵，满足B2=-I。证明：存在2n级实可逆矩阵P，使得













0   
    0   1

n

n

I
I

BPP 。

解：考察矩阵多项式|λI-B|=0。B2=-I，知λ2=-1，λ=±i。实多项式的复根以共轭形

式成对出现，∴|λI-B|有n重解i和n重解-i。由于rank(iI-B)+rank(iI+B)=rank(I+Bi)
+rank(I-Bi)=(分块矩阵法)=n+rank(I2+B)=n，从而B~diag{iIn,-iIn}。
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Because 





































0  

    0  
   

    
2

1
  0 

0    
  
  

2
1

n

n

nn

nn

n

n

nn

nn

I
I

IiI
iII

iI
iI

IiI
iII

and 




























n

n

nn

nn

nn

nn

I
I

IiI
iII

IiI
iII

    0 
0   

   
    

2
1

  
  

2
1

，

we can conclude that 
















 0  

    0  
~

  0 
0    

~
n

n

n

n

I
I

iI
iI

B 。

类型5：基的扩充

1. 任意n阶复矩阵一定相似于上三角矩阵。

解：利用归纳法。n=1 trivial。假设n=k时成立。当n=k+1时，设复矩阵A的一个

特征值为λ1，对应的一个特征向量为α1。将α1扩充成Ck+1的一组基(α1,β1,…βn)，记

T1=(α1,β1,…βn)。

∴T1-1AT1= 







D
B

   0
  1 。由于D是k级矩阵，根据归纳假设，D相似于上三角矩阵。

记T2-1DT2=F，其中F是上三角矩阵。则 
































1

2

1

2

1

  0

0    1
   0
  

   0
0    1

   0
  

TF
B

TD
B 

；

另记T=T1 








2   0
0    1
T

，则T-1AT= 







F
B

   0
  1 为上三角矩阵。命题得证！

类型6：|λI-A|的形式

1. 设A、B都是数域K上的n级矩阵，证明：AB与BA的特征多项式相等。

解：考察特征多项式|λI-AB|与|λI-BA|的λk前的系数。

|λI-AB|k= 









 nii k

k

k
ii
ii

AB
 



11 1

1

,,
,,

















 

  k

k

nii nvv k

k

ii
vv

B
vv
ii

A
k k

,,
,,

,,
,,

1

1

1 1 1

1

1 1






 
=

















 

  k

k

nvv nii k

k

vv
ii

A
ii
vv

B
k k

,,
,,

,,
,,

1

1

1 1 1

1

1 1






 











 nvv k

k

k
vv
vv

BA
 



11 1

1

,,
,,

|λI-BA|k。

2. 设A是数域K上的n级矩阵，n≥2，证明：若A的秩为1且A2≠0，则A有一个非零

特征值tr(A)，且0是A的n-1重特征值。

解：0是A的n-1重特征值由rank(A)=1立得。

下证：tr(A)是A的特征值。考察特征多项式|λI-A|的λk前的系数。由于rank(A)=1，
∴A的大于1阶的子式均为0，故λn-2,…,λ1,λ0前的系数均为0，λn-1前的系数为tr(A)，
∴tr(A)是一个特征值。又因为rank(A)=1，知A=αβT，A2=αβTαβT=(βTα)αβT=tr(A)αβT。

∵A2≠0，∴tr(A)≠0。结论得证。

3. 设A是数域K上的n级矩阵，λ1,λ2,…,λn是A的特征多项式的全部复根。令

G= 










AA
AA

m

m

  
    

，其中m是正整数。求G的特征多项式的全部复根。

then，根据公式j， 







 0  

    0  
~

n

n

I
I

B 在

实数域上也成立。故存在可逆矩阵

P，s.t. 











0   
    0   1

n

n

I
I

BPP 。
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解：|λI-G|=
AIA

AAI
m

m









      
      

=
AIAAI

AAAI
m

mm









      
      

=
m

mm

AAI
AAAI








         0        
      

=

|λI-A-Am||λI-A+Am|=0，∴G的全部特征值为λi±λim，i=1,2,…,n。
类型7：正交投影

1. 设A是实数域上m×n矩阵，m＞n。β∈Rn。证明：如果A是列满秩矩阵，那么

线性方程组AX=β的最小二乘解唯一，它等于(ATA)-1ATβ；这也是A的一个广义逆。

解：设A的列向量组为(α1,…,αn)。设A的列向量组张成的空间为U。AX=β的最小

二乘解是X0 |β-AX0|≤|β-AX| β-AX0∈U⊥ αiT(β-AX0)=0 AT(β-AX0)=0
 ATAX0=ATβ X0=(ATA)-1ATβ。容易验证(ATA)-1AT是A的一个广义逆。

类型8：矩阵性质的推广

1. 证明：实数域上的斜对称矩阵的特征多项式在复数域中的根是0或纯虚数。

解：把A看成复数域上的矩阵。设  0A ；两边取共轭得 A = 0 ，两边左

乘 T 得  AT =  T
0 ；两边取转置得 TT A  0 ，两边右乘 得  AT =

 T
0 。∴  T)( 00  =0 00   =0 0 为0或纯虚数。

2. 设A是实数域上的n级斜对称矩阵。证明：
n

n

IA
AI

2    
   2
≥4n；当且仅当A=0时取等

号。

解：根据矩阵初等行列变换，知
n

n

IA
AI

2    
   2

=4n|In-
2

4
1 A |。根据上题，可设A的全部

特征值为bki(k=1,2,…,n)，则A2的全部特征值为-bk2。从而In-
2

4
1 A 的全部特征值为

(1+
4
1 bk2)，即|In-

2

4
1 A |= (1+

4
1 bk2)≥1，∴

n

n

IA
AI

2    
   2
≥4n，取等号条件为bk=0，即

A=0时。

本章重点：

1. 相抵等价类

2. 相似等价类

3. ★★★实对称矩阵可对角化(与合同联系)
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高等代数第六章 二次型，矩阵的合同

重要概念：

1. 二次型和它的标准型

双线性函数：f (α,β)=XTAY= 
 nji

jiij yxa
,1

，其中A∈Mn(F)。函数满足：任意固定一

个变量，关于另一个变量的函数是线性的。易知f :V×V→F。固定V中的一组基：

(α1,…,αn)，则aij=f (αi,αj)。即固定了V中的基后，f与A形成一一对应。

矩阵的合同：同一个f在不同基下的对应矩阵A之间合同。即称矩阵A与B合同，

当且仅当存在可逆矩阵C，s.t.CTAC=B。合同矩阵记做A ~ B。

容易知道矩阵的合同是一个等价类，满足自反性、对称性、传递性。

二次型：双线性函数α=β时，即f (α,α)=XTAX。规定qf (α)=f (α,α)。
容易知道 jiij

nji
jiijf aaxxaq  



,)(
,1

 。其中α=(x1,x2,…,xn)T，A=(aij)。

在Fn空间的某个fixed基下：一个二次型对应一个对称矩阵，一个对称矩阵对应一

个二次型。

两个二次型等价 XTAX=YTBT，X=CY CTAC=B矩阵A、B合同

其中X=CY称作非退化线性替换/可逆线性变换；特别地，如果C是正交矩阵，则

称为正交替换。

二次型XTAX一定等价于只含平方项的二次型，称为标准型
数域K上的对称矩阵A一定合同于对角矩阵，称为合同标准型。

常用方法：配方法(含有平方项)；增加平方项法(不含有平方项)。
成对初等行、列变换：成对行列变换后的新矩阵与原矩阵合同。

1°：j行k倍加到i行上~j列k倍加到i列上；

2°：i、j行互换~i、j列互换； 3°：i行×k~j行×k。

求合同标准型的另一种方法： 
















C
D

I
A A

I
  

作成对初等行、列变换对

只作其中的初等列变换对
。其中D是合同标准型，

C是使得CTAC=D成立的可逆矩阵。

二次型的秩：XTAX的标准型中系数不为0的平方项个数r，即rank(A)。
2. 实二次型的规范形

规范形：只含平方项，且平方项的系数为1，-1，0；系数为1的平方项写在前面。

惯性定理：n元实二次型XTAX有且仅有唯一的规范形。

正(负)惯性指数：系数为+1(-1)的平方项数目p(q)。
符号差：+1的平方项数目减去-1的平方项数目2p-r。
两个n元实二次型等价它们的秩相等，正惯性指数相同。

3. 正定二次型与正定矩阵

称实对称矩阵A











半负定

负定

半正定

正定

，当且仅当A的

















nArankrrq
nq

nArankrrp
np

)(,

)(,
。其余称A不定。
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判定实对称矩阵A正定的等价条件：

1. A合同于In；2. XTAX≥0，取等号条件X=0；3. A所有特征值都是正数；

4. 所有顺序主子式＞0； 5. 所有主子式＞0。
正定矩阵A的一些性质：

1. 存在可逆矩阵C，s.t. A=CTC；
2. A可逆且A-1正定；Ak正定；

3. 正定矩阵+半正定矩阵仍是正定矩阵；

4. 矩阵P∈Mm×n列满秩，则PTAP正定(m阶矩阵)。
类似定义正定二次型。

4. 一些特殊的矩阵公式（important！）

a. n级实对称矩阵的特征值根据大小顺序排列为λ1,…,λn，则 12||||



 

AT

n ；

b. 实对称矩阵作成对行列变换不改变其对称性；

c. 若A是实对称矩阵，则CTAC仍是实对称矩阵；

d. A1可逆，则实对称矩阵 


















2
1

124

1

42

21

      0

          0              
~

  

  

AAAA

A

AA

AA
TT

；

e. M= 








DB
BA

T   

    
是正定矩阵，则|M|≤|A||D|。

好题集萃：

类型1：数学归纳法

1. 证明：数域K上的斜对称矩阵一定合同于下述形式的分块对角矩阵：




























)0(,),0(,
0    1
1    0  

,,
0    1
1    0  

diag 。

解：对矩阵的级数使用数学归纳法。n=1、2时显然成立。

假设对于小于n级的斜对称矩阵均成立。

情形1 A的左上角的2级子矩阵A1≠0，则A1可逆。把A分块： 








 42

21

 

     

AA

AA
T

。

此时  









 

















)(12
2

1
124

21)(12

42

21

2
1

1

1
12

   0 

                  

 

     
AAT

AA
T AAAA

AA

AA

AA T










 
2

1
124

1

   0 

         0            

AAAA

A
T

即 











2
1

12

2

  

0           

n
T IAA

I









 42

21

 

     

AA

AA
T 







 





2

2
1

12

       0 
   

nI
AAI

= 








 
2

1
124

1

   0 

         0            

AAAA

A
T

。

∵ 











2
1

12

2

  

0           

n
T IAA

I
=

T

nI
AAI







 





2

2
1

12

       0 
   

，∴ 








 42

21

 

     

AA

AA
T ~ 









 
2

1
124

1

   0 

         0            

AAAA

A
T

。

由于A1和A4+A2TA1-1A2都是斜对称矩阵，下面易证。

情形2 A1=0但是在A的第1/2行有a1j / a2j≠0。
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作成对行列变换：把第j行加到第2/1行，把第j列加到第2/1列上，回到情形1。

情形3 A1=0且A2=0。此时A= 








4   0
0    0
A

，作成对行列变换把A4移到左上角，回到n-2

的情形。

综合以上3种情形，由数学归纳法知原式成立。

类型2：同乘划归法

1. 设A,B都是n级实对称矩阵，并且AB=BA。证明：存在一个n级正交矩阵T，使

得TTAT与TTBT都为对角矩阵。

解：实对称矩阵正交相似于对角矩阵，故设T1TAT1=diag{λ1Ir1,…,λnIrn}(T1是正交

矩阵)，此时T1TABT1=(T1TAT1)T1TBT1=T1TBAT1=T1TBT1(T1TAT1)。由于T1TAT1是对

角矩阵，易知T1TBT1=diag{B1,…,Bn},其中Bi是ri级矩阵，且是实对称矩阵。不妨

设HiTBiHi是对角矩阵(Hi是正交矩阵)。则记T=



















nH

H
H

T

               
                

    2

1

1 
。

则TTAT= AT

H

H

H

T

T
n

T

T

1
2

1

               

                
    








































nH

H
H

T

               
                

    2

1

1 
=





















nrn

r

r

I

I

I







                 
                  

    
2

1

2

1


；

TTBT=diag{H1TB1H1,…,HnTBnHn}。∴TTAT和TTBT均是对角矩阵。

2. A为n级正定矩阵，B为n级半正定矩阵，B≠0。证明：|A+B|≥max{|A|,|B|}。
解：A+B仍是正定矩阵，故|A+B|＞0=|B|。下证|A+B|＞|A|。
引理：存在可逆矩阵C，s.t.CTAC和CTBC均为对角矩阵。

证明：设C1TAC1=I，则C1TBC1是实对称矩阵。故存在正交矩阵T，s.t.TTC1TBC1T
为对角矩阵。取C=C1T，则CTAC=I，CTBC=diag{λ1,…,λn}(记为F)，其中λi≥0。
回到原题。记C-1=D，则A=DTID，B=DTFD。此时|A+B|=|DT(I+F)D|=|DT||I+F||D|
＞|DT||I||D|=|DTID|=|A|。故|A+B|＞|A|。命题得证。（此题应当成一个结论！）

类型3：正定矩阵的判定条件

1. 证明：n级实对称矩阵A是半正定的充要条件为A的所有主子式全非负。

解：必要性：A半正定 C
I

CA rT










0   0
0  

。将矩阵C分块： 








43

21

  
  

AA
AA

。

则A= 










2212

2111

   

   

AAAA
AAAA

TT

TT

=  21
2

1  AA
A
A

T

T











。记(A1 A2)为矩阵D，则A=DTD。

∴ 





































nvv s

s

s

s

nvv s

sT

s

s

ss
ii
vv

D
ii
vv

D
vv
ii

D
ii
ii

A
 











11 1

2

1

1

1

1

1 1

1

1

1

,,
,,

,,
,,

,,
,,

,,
,,

≥0。

充分性：A的所有主子式均非负，考虑|λI-A|=0，有λn-ΣA1λn-1+…+(-1)n|A|=0，其

中Ai表示A的所有i阶主子式之和，且Ai≥0。当λ为复数时，这些项不是0，就是

和λn正负性相同。∴该方程无负数解，所有特征值均非负(注：此时应考虑特征
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多项式是否有n个实数解。由于A实对称，故一定有n个实数解)，即A半正定。

2. 如果A,B均正定，且AB=BA，则AB也正定。

解：由前面结论，存在正交矩阵T，s.t. TTAT和TTBT均是对角矩阵。设TTAT=D1，

TTBT=D2，则A=TD1TT，B=TD2TT，且D1,D2对角元均正。此时AB=TD1D2TT，∴

AB合同于一个对角元均正的对角矩阵，故AB正定。

类型4：还原矩阵

1. 设A是n级可逆实对称矩阵，α是Rn中的一个列向量，令B=A-ααT。用s(A)、s(B)
分别表示A、B的符号差。证明：当αTA-1α＞1时，s(A)=s(B)+2；当αTA-1α＜1时，

s(A)=s(B)。

解：考察矩阵 








   
   1 

A

T




的合同等价类。由公式d，知 






 







 

A
A

A

TT

           0        
0    1

~
   

   1 1



；

再对该矩阵做成对行列变换，知 
















T

T

AA 


   0

0         1
~

   
   1 

。

∴ 






 







 

A
A

B

T

           0        
0    1

~
   0

0    1 1
。以下trivial。

类型5：矩阵变换

1. A是正定矩阵，证明：唯一存在正定矩阵C，s.t. A=C2。

解：存在性：A是实对称矩阵，正交相似于对角矩阵。记A=T-1diag{λi}T，则

T-1diag{ i }T，则A=C2。

唯一性：假设A=B2=C2。设B的全部特征值为{λi}，C的全部特征值为{μi}。由于

A的特征值为{λi2}和{μi2}，故可做适当调换s.t. λi2=μi2。因为∴λi,μi≥0，∴λi=μi。

∴存在正交矩阵T和H，s.t. B=T-1diag{μi}T，C=H-1diag{μi}H。

根据B2=C2有T-1{μi2}T=H-1{μi2}H，即HT-1{μi2}={μi2}HT-1。记(HT-1)=(tij)，观察两

边的(i;j)元知tijμj2=μi2tij。如果tij≠0，则μi=μj then tijμj=μitij；如果tij=0，亦有tijμj=μitij。

此时HT-1{μi}={μi}HT-1，即T-1diag{μi}T=H-1diag{μi}H，B=C。
2. A,B正定，C正交，A=BC，证明：C=I。
解：充分利用C是正交矩阵的条件。C=B-1A，(BC)T=ATCT=AB-1。

CTC=IAB-1B-1A=IA2=B2。∵A2/B2亦正定，由上题结论知A=B。又∵A,B均
是满秩矩阵，∴C=I。

本章重点：

1. 化二次型为标准型

2. ★★★★实二次型/对称矩阵的合同分类(规范型，取值问题，正交代换)

3. 正定矩阵


