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第 7 章 多项式环

7.1 一元多项式环的概念及其通用性质

多项式定义：表达式 
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)( ， ZnFai  0, ，称为数域 F上的多项式；

其中 aixi称为 f (x)的 i 次项。

若 ai=0，表达式 f (x)中可以去掉 aixi；若 ai=1，1xi可以简写为 xi。
同样我们可以在表达式中增加系数为 0的项。

若 an≠0，称 anxn为 f (x)的首项；an称为首项系数；n 称为 f (x)的次数，记为

deg f (x)=n。
若 an=1，称 f (x)为首一多项式。

若 n=0，f (x)=a0≠0，即 F 中的非零常数 a 是 0次多项式。

若 f (x)表达式中 ai=0(i=0,1,…,n)，记 f (x)=0，称为 0多项式，其次数定义为

deg 0= -∞。

记 F[x]=
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0,| 表示属于 F 上的以 x 为未定元的多项式集合。

简称多项式集合 F[x]。

给定 



m

i

i
ixaxf

0

)( ， ][)(
0

xFxbxg
n

i

i
i 



；

Define 加法： 



},max{

0

)()()(
nm

i

i
ii xbaxgxf ；乘法：  



 


nm

k

k

kji
ji xbaxgxf

0

)()()( 。

运算性质：1°交换律：f+g=g+f，fg=gf；
2°结合律：(f+g)+h=f+(g+h)，(fg)h=f(gh)；
3°零元存在： f， 0，s.t. f+0=f；
4°负元存在： f， g，s.t. f+g=0；简记 g= -f，称 g 为 f的负多项式；

5°分配律：(f+g)h=fh+gh，h(f+g)=hf+hg；
6°单位元存在： f， 1，s.t. f1=1f=f。
多项式环定义：集合 F[x]，加法运算、乘法运算以及它们满足的运算律，统称为

多项式环 F[x]，简称为多项式环 F[x]。
如果一个环的子集(对于原环的加法和乘法)也构成一个环，则称之为该环的子环。

次数与运算：f,g∈F[x]，则 deg(f+g)≤max{deg f,deg g} and deg(fg)=deg f+deg g。
*称非空集合 R 为环，如果 R 上有两个运算：

加法“+”RxR→R and 乘法“·”RxR→R
满足如下性质：1°a+b=b+a；2°(a+b)+c=a+(b+c)；3°零元存在；

4°负元存在；5°(ab)c=a(bc)；6°(a+b)c=ac+bc，c(a+b)=ca+cb。
乘法满足交换律的环是交换环；单位元存在的环是有“1”的环。

多项式环的通用性：对于环 R，未定元 x，我们有 R[x]，我们有

R[x]=
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0,| ，称为 R 上的多项式环，环 R环 R[x]。
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定理：设 F 是一个数域，S 是一个有单位元的交换环，F 到 S 的一个子环有一个

环同构映射。则对 b∈S，有自然映射 )())(()(,][: afxfxfSxF aa    满足：

1° )()())()(( agafxgxfa  ；2° )()())()(( agafxgxfa  。

且 a 的像为 F[a]=
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7.2 整除性，带余除法

多项式整除定义： f(x),g(x)∈F[x]，g(x)≠0，称 g(x)整除 f(x)，如果存在 h(x)∈F[x]
使得 f(x)=g(x)h(x)。记为 g(x)|f(x)，也称 g(x)是 f(x)的因式。

注：给定 f(x)∈F[x]，非零常数都是 f(x)的因式；把非零因式称为平凡因式。

性质 1：设 f(x),g(x),h(x)∈F[x]，g(x)h(x)≠0。若 h(x)|g(x)，g(x)|f(x)，那么 h(x)|f(x)。
相伴：f(x),g(x)∈F[x]，称 f(x)与 g(x)相伴，如果存在非零常数 c∈F，使得 f(x)=cg(x)。
两个多项式相伴 f(x)|g(x)，g(x)|f(x)。
推论：若 f(x)g(x)是首一多项式，则 f(x)=g(x) f(x)|g(x)，g(x)|f(x)。
性质 2：设 f(x),g(x),h(x)∈F[x]，若 h(x)|f(x)，h(x)|g(x)，那么 h(x)|u(x)f(x)+v(x)g(x)，
 u(x),v(x)∈F[x]。
带余除法： f(x),g(x)∈F[x]，g(x)≠0，存在唯一的一组多项式 q(x),r(x)∈F[x]使得

f(x)=g(x)q(x)+r(x)；其中 deg r＜deg g。
推论：f(x)=(x-a)q(x)+f(a)（a∈F）。（该式看上去很奇怪，可以理解为拿 x-a 去除

f(x)，余数一定是 0 次或-∞次的某个常数）

推论：(x-a)|f(x) f(a)=0，a∈F，f(x)∈F[x]。
命题：设 F K 是数域，给定 f(x),g(x)∈F[x]，g(x)≠0，同样对于 f(x),g(x)∈K[x]；
若在 K[x]中，g(x)|f(x)，那么在 F[x]中也有 g(x)|f(x)。（做带余除法证之）

同余：在 F[x]中，给定 g(x)≠0，称两个多项式 f1(x),f2(x)模 g(x)同余，如果

g(x)|f1(x)-f2(x)。记   ][)()()(,][)(|)(][)(
][ XFxgxfxfxFxfxfxFxg
xF  其中 =

{f(x)+g(x)h(x)|h(x)∈F[x]}。这也是一个环。（类比 mod N 同余类构成的一个有限

环）

计算两个多项式的带余除法：辗转相除法。

7.3 最大公因式

公因式：设 f(x),g(x)∈F[x]，h(x)∈F[x]且≠0，称 h(x)是 f(x),g(x)的公因式，如果

h(x)|f(x)，h(x)|g(x)。特别地，任意非零常数∈F，c 是 f(x),g(x)的公因式。

最大公因式：设 f(x),g(x)∈F[x]，d(x)称为 f(x),g(x)的最大公因式，如果(1) d(x)|f(x)，
d(x)|g(x)；(2) h(x)|f(x)，h(x)|g(x)，则 h(x)|d(x)。
命题：d(x)在相伴意义下唯一。记(f,g)=d，表示 f与 g 的首“1”最大公因式。

定理：f(x)与 g(x)的最大公因式 d(x)存在，且存在 u(x),v(x)使得 fu+gv=d。
补充：若存在 u(x),v(x)使得 fu+gv=d，且 d|f and d|g，则 d是 f,g 的最大公因式。

互素：设 f(x),g(x)∈F[x]，称 f(x)与 g(x)互素，如果(f(x),g(x))=1。

定理：f(x)与 g(x)互素的充要条件是存在 u(x),v(x)使得 fu+gd=1。

性质 1：f(x),g(x),h(x)∈F[x]，h(x)≠0，if h|fg with (h,f)=1，then h|g。
性质 2：f(x),g(x),h(x)∈F[x]，fg≠0，if f|h and g|h with (f,g)=1，then fg|h。
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性质 3：f(x),g(x),h(x)∈F[x]，if (f,h)=1 and (g,h)=1，then (fg,h)=1。
推广：S 是正整数，fi∈F[x](i=1,2,…,S)，称 h 是 fi的因式，如果 h|fi。
定义：设 S 是正整数。称 d 是 fi的最大公因式，如果(1) d|fi；(2) h(x)|fi(x)，都

有 h|d。
命题：d(x)在相伴意义下唯一。记(f1,…,fS)=d，表示 f1,…,fS的首“1”最大公因式。

命题：(f1,…,fS)=((f1,…,fS-1),fS)。
定理：f1(x),…,fS(x)的最大公因式 d(x)存在，且存在 u1(x),…,uS(x)使得Σuifi=d。
互素：设 f1(x),…,fS(x)∈F[x]，称 f1(x),…,fS(x)互素，如果(f1(x),…,fS(x))=1。
定理：f1(x),…,fS(x)互素的充要条件是存在 u1(x),…,uS(x)使得Σuifi=1。
区别：f1(x),…,fS(x)两两互素条件比 f1(x),…,fS(x)互素条件强得多！

定理：数域的扩大不改变最大公因式；从而不改变互素性。

7.4 不可约多项式，唯一因式分解定理

不可约多项式：称 p(x)∈F[x]是 F[x]中的不可约多项式，如果 p(x)只有平凡的因式。

（如果 h(x)|p(x)，则 h(x)=c 或者 h(x)~p(x)）
多项式因式分解的存在唯一性定理：设 f(x)∈F[x]，那么存在不可约多项式 p1(x),…,
ps(x)使得 f(x)=p1(x)…ps(x)；若还有不可约多项式 q1(x),…,qt(x)使得 f(x)=q1(x)…qs(x)，
那么 s=t，在不记因子的顺序条件下有 pi(x)与 qi(x)相伴。

命题：p(x)是 F[x]中的不可约多项式，f(x)∈F[x]，那么则 p(x)|f(x)或者(p,f)=1。
命题：p(x)是不可约多项式，f(x),g(x)∈F[X]，若 p|fg，则 p|f or p|g。

唯一分解：
sl

s
ll xpxpxcpxf )()()()( 21

21  。其中 pi(x)是互不相同的不

可约首“1”多项式，c 是 f(x)的首项系数。

定义：设 p(x)∈F[x]，称 p(x)是 F[x]中的素元，如果 p(x)满足性质：对任意 f,g∈F[x]，
若 p|fg，那么 p|f or p|g。
命题：在多项式环中，不可约多项式素元。

7.5 重因式

多项式的重因式：设 f(x),p(x)∈F[x]，p(x)是 F[x]的不可约多项式，k 是一个正整数，

称 p(x)是 f(x)的 k重因式，如果 pk(x)||f(x)。当 k=1 时，称 p(x)是 f(x)的单因式。

多项式的导数：设 
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导数运算满足：1°(f+g)'=f'+g'，(fg)'=f'g+fg'；2°(af+bg)'=af'+bg'。
求导运算是映射：F[x]→F[x]，f(x) f'(x)。
定理：p(x)是 f(x)的 k重因式，那么 p(x)是 f'(x)的 k-1 重因式。若 k=1，则 p(x)与 f'(x)
互素。

推论：p(x)是 f(x)的(k)重因式(k≥2)的充要条件是 p(x)|(f(x),f'(x))。
推论：p(x)是 f(x)的单因式 (p(x),f'(x))=1。
推论：f(x)没有重因式 (f(x),f'(x))=1。

定理：设 sm
s

m pcpxf 1
1)(  ， )()(' 11

1
1 xhppxf sm

s
m   。其中(h,pi)=1, i=1,…,s。

则(f,f')= 11
1

1  sm
s

m pp  ，且 f=cp1…ps(f,f')。

给定一个多项式，对它进行因式分解的步骤：

1°计算 f'(x)；2°计算(f',f)=d；3°若 d(x)=1，寻找 f(x)的不可约因子；若 d(x)≠1，
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计算 f/(f,f')；4°f←f/(f,f')。
一般地，称映射 D:F[x]→F[x]为导子，如果(1)D(af+bg)=aD(f)+bD(g)；(2)D(fg)=D(f)g+
D(g)f。
定理：重因式的有无不随数域扩大而改变。

7.6 多项式的根，复数域上的不可约多项式

多项式函数：设 F 是数域，映射φ:F→F 称为多项式函数，如果存在 f(x)∈F[x]使得

φ(a)=f(a)。记 F 上的多项式函数集合为 Fpoly。
定义 Fpoly中的代数运算：和：(P+Q)(a)=P(a)+Q(a)；积：(P·Q)(a)=P(a)Q(a)。
命题：多项式函数的和、积仍是多项式函数。

定理：多项式函数也是一个环。

命题：F[x]中的 n 次多项式至多有 n个根(n≥0)。
命题：设 f,g∈F[x]是 n次多项式，若有不同的 a1,…an+1使得 f(ai)=g(ai)，则 f=g。
令映射Φ：F[x]→Fpoly，fΦ(f)，且Φ(f)(a)=f(a)， a∈F。则Φ是环同构映射（单

射、满射，保持加法、乘法运算）。

Gauss 定理：对 f(x)∈C[x]，存在 a∈C使得 f(a)=0。
推论（唯一因式分解定理）：在复数域上，对 f(x)∈C[x]，存在唯一的一组数

a1,…,as，使得 sl
s

l axaxcxf )()()( 1
1   。

命题：在 C[x]中 f(x)没有重因式 f(x)=c(x-a)m。
Vieta定理：设 f(x)=xn+an-1xn-1+…+a1x+a0=(x-c1)…(x-cn)，则 an-1=-(c1+…+cn)，




 
nii

ii
k

kn
k

k
cca




1

1
1

)1( ，a0=(-1)nc1…cn。

总结：复数域上的不可约多项式只有一次多项式。

tips:检验 a 是一个多项式的根，可以利用(x-a)的带余除法。

7.7 实数域上的不可约多项式

实数域上的多项式：(1)ax+b∈R[x]不可约；(2)ax2+bx+bc∈R[x]不可约 b2-4ac≤0；
(3)在数学分析学过，奇次多项式一定有实根。

命题：f(x)∈R[x]，c∈C，若 f(c)=0，则 f(
__

c)=0。即实多项式的非实根成对出现。

推论：f(x)∈R[x]，f(x)的非实根个数是偶数个。

定理：对 n次多项式 f(x)∈R[x]，设 r1,r2,…,rs是 f(x)的全部实根，c1,
__

c1,…,ct
__

ct是 f(x)

的全部复根，则 



t

i
iiii

s

i
i

t

i
ii

s

i
i ccxccxrxcxcxrxxf

1

2

111
))(()())(()()( 。

容易证明： iiii ccxccx  )(2 ∈R[x]。（该分解也是唯一的）

定理：实多项式 p(x)不可约 p(x)是一次多项式或者二次多项式 ax2+bx+c，其中

b2-4ac＜0。
总结：实数域上的不可约多项式只有一次多项式和判别式＜0的二次多项式。

7.8 有理数域上的不可约多项式

命题：任意 f(x)∈Q[x]，存在 g(x)∈Z[x]使得 f(x)与 g(x)相伴。

本原多项式：g(x)=anxn+…+a1x+a0∈Z[x]，且(a0,a1,…,an)=1。
定理：两个本原多项式 g(x),h(x)在 Q[x]中相伴当且仅当 g(x)=±h(x)。
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Gauss 引理：本原多项式的乘积仍然是本原多项式。

推论：若 f(x),g(x)∈Z[x]是本原多项式，且在 Q[x]中 g(x)|f(x)，则 f(x)=g(x)h(x)，则

h(x)是本原多项式。

定义：设 p(x)∈Z[x]，称 p(x)是不可约本原多项式，如果(1) p(x)是本原多项式；(2)
p(x)在 Q[x]上不可约。

定理：任一本原多项式都可以唯一的分解为不可约本原多项式的乘积。（在相伴

意义下）

定理：整系数多项式如果在 Q 上可约，则可分解为整系数多项式乘积。

定理：设 f(x)=anxn+…+a1x+a0∈Z[x]。如果 x=
r
s
(既约)是 f(x)的根，则 s|a0，r|an。

Eisenstein判别法：设 f(x)=anxn+…+a1x+a0是一个次数 n 大于零的整系数多项式，

如果存在一个素数 p，使得 1°p|ai，i=0,1,…,n-1；2°p /| an；3°p2 /| a0。则 f(x)

在 Q[x]上不可约。

命题：对于 f(x)∈F[x]，f(x)不可约 f(x+a)不可约。

tips:关于整系数多项式可约性质的一些做法与注意事项。

1. 有有理根 c，从而推出 x-c|f(x)，可约；

2. 无有理根，并不能导出不可约；（这是因为因式不一定是一次的）

3. 直接或移位 Eisenstein判别法导出不可约；

4. 整系数多项式在 Q[x]可约，就能分解成两个整系数多项式的乘积；（但这并

不意味着一定有有理数根，因为因式完全有可能是高次幂的）

5. 利用 an,a0判别法判断是否有有理数根；有，则可约；无，则未必不可约。

tips:本原多项式的判别及用途。

1. 首项系数为“1”的整系数多项式一定是本原多项式；

2. 若某首“1”多项式有有理数根，由 an,a0判别法知其必为整数根；

3. 设该整数根为 c，则 f(x)=(x-c)h(x)，则 h(x)也是首“1”的本原多项式。

7.9 多元多项式环

设 t1,t2,…,tn是未知变元： nn
nkk

kkki

n

i
in ttttttttt

i

i



21

11
11 ,,),,(

1

21
 



 ；





nji

jin ttttr
1

2
1 )(),,(  。且所有函数与 t1,…,tn的排列顺序无关。

给定域 F，x1,x2,…,xn是独立的未知变元。

定义：F[x1,x2,…,xn]=F[x1][x2]…[xn]。
一般地，设 R 是整环，R[x]也是整环。推论：环 F[x1,x2,…,xn]是整环。

F[x1,…,xn]的元素 
n

n

n
ii

i
n

i
iin xxaxxf


 

,
1,,1

1

1

1
),,( 有限和，i1,…,in是非负整数。

称 n

n

i
n

i
ii xxa 

1

1 1,, 是 F[x1,…,xn]中的单项式。

全次数：单项式 n

n

i
n

i
ii xxa 

1

1 1,, 的全次数定义为 i1+i2+…+in；

多项式 
n

n

n
ii

i
n

i
iin xxaxxf


 

,
1,,1

1

1

1
),,( 的全次数 deg f = max{i1+i2+…+in|a≠0}.

全次数是 0的项只有常数项。
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齐次多项式：对自然数 m，称 f(x1,…,xn)为 m 次齐次多项式，如果 a=0，当 i1+i2+…
+in≠m时。

对 f∈F[x1,x2,…,xn]，则存在 m 次齐次多项式 fm使得 f=f0+f1+…+fn。
性质：deg f±g≤max{deg f,deg g}，deg fg = deg f + deg g。
字典顺序：(i1,…,in)＞(j1,…,jn)：存在 s 使得 i1=j1,…,is=js，且 is+1＞js+1。
首项：字典顺序最大的那项。

命题：f,g∈F[x1,…,xn]，则首项(fg)=首项(f)*首项(g)。
给定 f∈F[x1,…,xn]，定义函数：φf：Fn→F，(a1,…,an)→f(a1,…,an)称为 Fn上对应于

F 的多项式函数。

定理：设 F 是数域，对任意 f1,f2∈F[x1,…,xn]，若φf1=φf2，则 f1=f2。
推广：当 F 是无限域时，多项式环和多项式函数环同构。

7.10 对称多项式

设 F 是域，F[x1,x2,…,xn]是 F 上的以 x1,x2,…,xn为未定元的多项式环。定义：设

f(x1,…,xn)∈F[x1,…,xn]是对称多项式，如果 f(x1,…,xn)=f(xi1,…,xin)，对于(1,2,…,n)
的任一排列(i1,…,in)。
注：1°常值多项式是对称多项式；

2°σ1(x1,…,xn)=


n

i
ix

1
；σi(x1,…,xn)= 

 nkk
kk

i

i
xx




1

1
1

；σn(x1,…,xn)=x1…xn；称为基本

对称多项式；

令 S 是 F[x1,…,xn]中的对称多项式的集合，容易验证 S 是 F[x1,…,xn]的子环。

推论：设 g(x1,…,xn)∈F[x1,…,xn]，若 f1,…,fn∈S，则 g(f1,…,fn)∈S。
命题：设 Sn表示 F[x1,…,xn]对称多项式构成的子环，Sn-1表示 F[x1,… ,xn-1]构成的

子环。对任意 f(x1,…,xn)∈Sn，则 f(x1,…,xn-1)∈Sn-1。
特别地，对于基本多项式，有σi(x1,…,xn-1,0)=σi(x1,…,xn-1)。
定理：设 f(x1,…,xn)∈Sn，那么唯一存在 g(x1,…,xn)∈F[x1,…,xn]，使得 f(x1,…,xn)=
g(σ1,…,σn)。
Newton公式：记 si=x1i+…+xni。有递推公式：

1≤k≤n时：sk-σ1sk-1+…+(-1)k-1σk-1s1+(-1)kkσk=0；
k＞n 时：sk-σ1sk-1+…+(-1)k-1σn-1sk-n+1+(-1)kσnsk-n=0。
判断一个方程在复数域上有没有重根：




nji

ji cc
1

2)( =

上式记为某个方程的判别式 D(f)。
在上述讨论中，f(x)首项系数为 1。如果 f(x)首项系数为 an，先算出 an-1f(x)的判别

式，然后规定 f(x)的判别式为 an2n-2D(an-1f)。
7.11 模 m 剩余类环，域，域的特征

设 Z 是整数环，N 是正整数，称 a,b∈Z 是模 N 同余的，如果 M|a-b。模 N 同余

是 Z中的等价关系。记 a'表示模 N与 a 的全体整数的等价类。

令 Z/NZ={a'|a∈Z}={0',1',… ,(N-1)'}。规定加法运算：a'+b'=(a+b)'；乘法运算：

a'·b'=(ab)'。
当 N是合数时，Z/NZ 有零因子。

令(Z/NZ)x={a'|(a,N)=1}。1°乘法封闭；2°满足结合律；3°单位元 1'存在；4°
任意 a'∈(Z/NZ)x，存在逆元 b'∈Z/NZ 使得 a'b'=1'。∴(Z/NZ)x构成一个群。

当 N是素数 p 时，(Z/pZ)x所有非零元都是可逆元。
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定义：设 F 是非空集合，有加法运算和乘法运算，称 F是域，如果 F 是有单位元

1的交换环，并且每个非零元都是可逆元。（域一定无零因子）

定义：F 中有单位元 1，若任意 n∈Z，n·1≠0，则称 F 是特征 0 域；若存在 m
∈Z，m·1=0，则称 F 是有限特征 域。

命题：若 F 是有限特征域，那么存在唯一的素数 p使得 pa=0，对任意 a∈F。
定义：若 F 是域，存在素数 p∈Z，使得 pa=0，任意 a∈F。则称 F 是特征 p 的域。

推论：任意的域，它们的特征要么是 0，要么是 p。
tips：两个元素相乘=0，那么他们一定都不可逆。

在 Zp上不可约的整系数多项式在 Q 上也不可约。

第 8 章 线性空间

8.1 线性空间的结构

设 F 是域，Fn有两个运算：Fn×Fn→Fn，(α,β)→α+β称为向量加法；F×Fn→Fn，(a,α)
→aα称为数量乘法。满足 8 个性质：

1°加法交换律；2°加法结合律；3°零元存在；4°负元存在；5°单位元存在；

6°数乘结合律；7°数乘左分配律；8°数乘右分配律

定义：设 F 是域，V 是非空集合。有两个运算，一个加法运算(V×V→V)，一个数

乘运算(F×V→V)，满足以上 8 个性质。称(V,F,+,·)是一个线性空间，简称 V 是

F-线性空间。

例：数域、特征 p域、F[x]、C 是 R-线性空间，F[x]/f(x)F[x]是 F-线性空间。

设 V 是 F-线性空间：1°零元唯一；2°负元唯一；3°0α=0；4°-α=(-1)α；5°k0=0；
6°若 kα=0，则 k=0 或α=0
定义：设 F 是域，V 是 F-线性空间，1°设α1,…,αn∈V，ai∈F，称Σaiαi∈V 称为

向量αi的线性组合；2°对 αi∈V，β∈V，若存在 ai∈F 使β=Σaiαi，则β可由αi

线性表示；3°设α1,…,αn∈V，称向量组是线性相关的，如果存在不全为 0 的 ai
∈F，使得Σaiαi=0；4°称向量组是线性无关的，如果Σaiαi=0则 ai=0；
3*设{ai}(i∈I)是 V的向量组，称这个向量组线性相关，存在 I的有限子集 IA使得{ai}(i
∈IA)是线性相关的。

4*称向量组线性无关，如果对 I 的任意有限子集 IA都有{ai}(i∈IA)线性无关。

例：在线性空间 F[x]中，1,x,…,xn是 F-线性无关的。

命题：向量组{ai}(i∈I)是线性相关的存在 i0∈I，使得 ai0可由{ai}(i∈I\{i0})线性表

示。

定义：设{ai}(i∈I)是 V 的向量组，J 是 I 的子集，称向量组{ai}(i∈J)是{ai}(i∈I)的极

大无关组，如果{ai}(i∈J)线性无关，且对任意 i∈I，则 ai均可由{ai}(i∈J)线性表示。

定义：设{ai}(i∈I),{βi}(i∈J)是 V 的两个向量组，称它们等价，如果{ai}可由{βi}线性

表示且{βi}可由{ai}线性表示。等价的向量组的极大线性无关组向量个数相同。

定义：设{ai}(i∈I)是 V 的向量组，向量组的秩是极大线性无关组的向量个数。

定义：设α1,…,αn∈V，则集合 V=V1{Σkiai|ki∈F}是一个 F-线性空间。由α1,…,αn生

成的 F-线性空间记为<α1,…,αn>。
定义：设 V 是 F-线性空间，I 是一个集合，αi∈V，i∈I。称{ai}(i∈I)是 V 的一组基，

如果 1°{ai}(i∈I)是线性无关的；2°任意β∈V，β可由{ai}(i∈I)线性表示。如果 I
是有限，称 V 是有限维线性空间；如果 I 是无限的，就称为无限维线性空间。

例：Fn是 n维 F-线性空间；Mm×n(F)是 m×n 维线性空间；C是 Q-无限维空间；R
是无限维 Q-线性空间
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定理：设α1,…,αn是 V 的一组基，那么映射θ:V→Fn，α→(a1,a2,…,an)(坐标)，则θ
是一个双射，保加法，保数乘。

过渡矩阵：α1,…,αn和β1,…,βn是 V 的两组基，则(β1,…,βn)=(α1,…,αn)A，其中 A 是

可逆矩阵。

可以定义映射φ把{β1,…,βn|β1,…,βn是 V 的基}映射成 A∈GLn(F)(n 阶可逆矩阵群)
A∈GLn(F) A的列(行)向量是 Fn的基。

坐标变换公式：设α1,…,αn和β1,…,βn是 V 的两组基，对α∈V= 



n

i
ii

n

i
ii ba

11

 ，

令(β1,…,βn)=(α1,…,αn)T 的过渡矩阵，则有 T
n

T
n bbTaa ),,(),,( 11   。

tips:一个线性空间的基可以是无限多个，但是所有元素都必须使用有限个基表

出。

8.2 子空间及其交与和，子空间的直和

定义：设 V是 F-线性空间，V 的非空子集 V0称为 V 的子空间，如果 V0在 V的加

法和数乘下仍然是一个线性空间。

命题：线性空间 V 的非空子集 V0是 V 的子空间的充分必要条件是 V0对于 V的加

法和数乘封闭。

命题：若 V 是 n维 F-线性空间，U 是 V 的子空间，则 dimU≤n。
命题：设 U1,U2是 V的子空间，若 U1⊆U2，dimU1=dimU2，则 U1=U2。

命题：若 dimV=n，则 V 中任意 n+1个向量线性相关。

子空间运算：设 V1和 V2是 V 的子空间：V1∩V2是 V 的子空间。V1+V2是 V 的子

空间。(V1+V2={α+β|α∈V1,β∈V2})
定理：设 V1,V2是 V 的一个子空间，则 dim(V1∩V2)+dim(V1+V2)=dimV1+dimV2。

子空间的直和：设 V1,V2是 V 的子空间，称 V 是 V1和 V2的直和，如果对任意的α
∈V，都存在唯一的一组向量α1∈V1,α2∈V2使得α=α1+α2。(记为 V=V1⊕V2)
命题：设 V1,V2是 V 的子空间，下列条件是等价的：

1°V 是 V1和 V2的直和；2°V 中的零元素表示唯一；3°V=V1+V2,V1∩V2=0；
4°dimV=dimV1+dimV2

推广：设 Vi是 V 的子空间，若 V=ΣVi，称 V 是 Vi的直和，如果对任意的α∈V，存

在唯一一组αi∈Vi使得α=Σαi，记为 V=⊕Vi。

8.3 线性空间的同构

定义：设 V1,V2是两个 F-线性空间，映射φ:V1→V2称为 F-线性同构，如果 1°φ是
双射；2°φ保运算：φ(α+β)=φ(α)+φ(β)，φ(aα)=aφ(α)。
同构映射的性质：1°φ(0)=0；2°α1,…,αs线性相关 φ(α1),…,φ(αn)线性相关。

推论：V1与 V2同构的充要条件是 dimV1=dimV2。

推论：任意 n 维 F-线性空间同构于 Fn，F-空间的线性同构构成它的一个等价关系。

命题：设 V1,V2是 V 的子空间，V=V1⊕V2的充要条件是 V 同构于 V1×V2。

命题：设 V 是 F-线性空间，V1是 V 的子空间，则存在 V2是 V 的子空间，使得

V=V1⊕V2。(注：这样的 V2并不唯一，这是因为基的扩充方式有很多)
(理解：R2为 V1=xy 平面，想要扩充成 R3，可以补充 V2=Z 轴，也可以补充 V2=任
意一条不在 xy 平面上的直线)
若 V=V1⊕V2，对任意α∈V，存在唯一的α1∈V1,α2∈V2使得α=α1+α2，则令映射πi：

V→Vi，α αi是满射，保持线性运算，这类映射称为 V 沿直和分解的投影。
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8.4 商空间

设 F 是域，V 是 F-线性空间，V1是 V 的子空间，称 V 的元素α1,α2关于 V1是等价

的，如果α1-α2∈V1。

命题：V 中元素关于 V1的等价是 V 的等价关系。

记 V 关于 V1等价为
~

1V ，x1与 x2关于 V1等价，记为 21

1

~ xx
V

。

定义 V 对于子空间 V1的商集 V/V1 }|{ 1 VvVvv 

在集合 V/V1中定义运算：对任意α,β∈V，规定：   ；  kk  。

V/V1是 F-线性空间，称为 V 关于子空间 V1的商空间。

定理：设 V 是 n维向量空间，V1是 V的 k 维子空间，则 V/V1是 n-k维空间。

定理：设 V1是 V 的子空间，α1,…,αk是 V1的一组基，α1,…,αk,αk+1,…,αn是 V 的一

组基，则 nk  ,1 是 V/V1的基。

定理：若 V=V1⊕V2，则 V/V1={ |α∈V2}.

第 9 章 线性映射

9.1 线性映射及其运算

设 V1,V2是 F-线性空间，映射φ:V1→V2称为 F-线性映射，如果 1°φ(α+β)=φ(α)+φ(β)；
2°φ(aα)=aφ(α)，a∈F，α,β∈V1。（即：φ(aα+bβ)=aφ(α)+bφ(β)）
命题：φ:V1→V2是 F-线性的，那么φ(0)=0；把线性组合映成线性组合。

设 F 是域，m,n 是正整数，A∈Mm×n(F)，那么映射φA:Fn→Fm，α→Aα，则φA是 F-
线性的。

命题：设φ:V1→V2，ψ:V2→V3，那么ψφ也是 F-线性的。

记 HomF(V1,V2)表示从 V1到 V2的 F-线性映射组成的集合。

若φ1,φ2∈HomF(V1,V2)，定义：(φ1+φ2)(α)=φ1(α)+φ2(α)，(aφ)(α)=aφ(α)，α∈V1，a∈F。
定理：HomF(V1,V2)在加法和数量乘法下是 F-线性空间。

当 V1=V2=V 时，HomF(V,V)记为 EndF(V)，它的元素称为 V 的线性变换。

EndF(V)在“+”和“ ”是一个环。

映射φ:V→V，α→aα是线性变换，称为纯量线性变换，记为 aIV，其中 IV是恒等线

性变换。

定义映射φ:F→EndF(V)，a→aIV是单射，把 F 与 FIV等同起来，F EndF(V)。
由多项式环的通用性，对任意φ∈EndF(V)，F[φ]={f(φ)|f(x)∈F[x]}是 EndF(V)的子环，

其中φ0=IV，f(φ)=a0IV+a1φ+……+anφn。

9.2 线性映射的核与象

定义：设φ:V1→V2是 F-线性空间的线性映射，称φ-1(0)为φ的核。记为 Ker(φ)。
称映射φ的象为线性映射φ的象，记为 Im(φ)。
命题：线性映射φ的核 Ker φ是 V1的子空间、象 Im φ是 V2的子空间。

定理：设φ:V1→V2是 F-线性映射，那么 dim(Ker(φ))+dim(Im(φ))=n。
定理：设φ是线性映射，称象空间的维数为映射φ的秩。

推论 1：设φ:V1→V2是 F-线性映射，那么映射φ':V1/Ker(φ)→Im(φ)，α+Ker(φ)→φ(α)
是 F-线性空间同构。
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推论 2：任意β∈Im(φ)，φ-1(β)={α∈V1|φ(α)=β}；若α0∈φ-1(β)，则φ-1(β)=α0+Ker(φ)。
9.3 线性映射的矩阵表示

定理：设 V1,V2是有限维的 F-线性空间，α1,…,αn是 V1的基，β1,…,βm是 V2的基，

则映射Φ:HomF(V1,V2)→Mm×n(F)，φ→A，满足(φ(α1),…,φ(αn))=(β1,…,βm)A 是 F-线性

空间同构的。

定理：设 V1 ,V2是有限维 F-线性空间，dimV1=dimV2，φ:V1→V2是 F-线性映射，则

φ是单射的充要条件是φ是满射。

引理：设 V1,V2是 F-线性空间，α1,…,αn是 V1的基，对任意β1,…,βn∈V2，都存在

唯一的线性映射φ:V1→V2使得φ(αi)=βi。

定理：设 V 是 n 维 F-线性空间，α1,…,αn是 V的一组基，则映射Φ:φ∈EndF(V)→A
∈Mn(F)是环同构，其中(φ(α1),…,φ(αn))=(α1,…,αn)A。
在同构Φ下，n阶可逆矩阵的集合GLn(F)的原象记为Aut(V)={φ∈EndF(V)|φ是同构}。
定理：设 V 是 n维 F-线性空间，α1,…,αn和β1,…,βn是 V的两组基，设φ∈EndF(V)，
φ(α1,…,αn)=(α1,…,αn)A，φ(β1,…,βn)=(β1,…,βn)B，设(β1,…,βn)=(α1,…,αn)T，T∈GLn(F)，
则 B=T-1AT。
定理：设φ:V1→V2是 F-线性空间同构，φ-1是φ的逆映射，则φ-1是线性同构。

9.4 线性变换的特征值与特征向量，线性变换可对角化的条件

定义：设φ∈EndF(V)，设λ∈F，称λ是φ的特征值，如果存在α∈V(α≠0)，使得φ(α)=λα，
称α是属于φ的特征向量。记 Vλ={α∈V|φ(α)=λα}，当λ是φ的特征值时，Vλ≠0。
命题：Vλ是 V 的子空间。

定义：设φ∈EndF(V)，α1,…,αn是 V 的基，φ(α1,…,αn)=(α1,…,αn)A，定义φ的特征多

项式为 fφ(λ)=fA(λ)。
定理：设φ∈EndF(V)，α1,…,αn是 V的基，φ(α1,…,αn)=(α1,…,αn)A，那么：

1°λ是φ的特征值 λ是 A 的特征值；2°映射α∈Vλ→(Fn)λ(φA)是同构。

定义：称线性变换φ是可对角化的，如果存在 V 的一组基α1,…,αn使得φ(αi)=λiαi。

定理：设φ∈EndF(V)，α1,…,αn是 V 的基，φ(α1,…,αn)=(α1,…,αn)A，则φ可对角化的

充要条件是 A可对角化。

定理：设φ∈EndF(V)，下列条件等价：

1°φ可对角化；2°fφ(λ)= i

s

i

m
i mV

i

i 


 dim,)(
1

；3° V ⊕ i
Vsi 

  
1 。

命题：属于不同特征子空间的向量线性无关。

9.5 线性变换的不变子空间

定义：设φ∈EndF(V)，V1是 V 的子空间，称 V1是φ的不变子空间，如果对 α∈
V1都有φ(α)∈V1。

命题：设φ∈EndF(V)，则 1°Ker(φ)、Im(φ)；2° f(x)∈F[x]，Ker(f(φ))、Im(f(φ))
是φ-不变子空间。

定义：设φ∈EndF(V)，V1是φ-不变子空间，映射φ|V1:V1→V1，定义为对 α∈V1，

φ|V1(α)=φ(α)，称映射φ|V1是φ在 V1上的限制，φ|V1∈End(V1)。
命题：设φ∈EndF(V)，V1是φ-不变子空间，则映射φ':V/V1→V/V1，α+V1→φ(α)+V1

是线性变换。称φ'是φ在商空间 V/V1上的诱导线性变换。

定理：设φ∈EndF(V)，V1是φ-不变子空间，φ1=φ|V1，φ'是φ的诱导线性变换，则

)()()( '1
  fff  。（化归基-矩阵证明之）
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定理：设 V=V1⊕V2，φ∈EndF(V)，Vi是φ-不变子空间，α1,…,αr是 V1的基，αr+1,…,αn

是 V2的基，φ(α1,…,αr)=(α1,…,αr)A1，φ(αr+1,…,αn)=(αr+1,…,αn)A2，这里 A1∈Mr(F)，

A2∈Mn-r(F)，则φ(α1,…,αn)=(α1,…,αn) 








2

1

   0
0   
A

A
。

定理：设φ∈EndF(V)，f(λ)=g(λ)h(λ)∈F[λ]，若(g(λ),h(λ))=1，则 Ker(f(φ))=Ker(g(φ))⊕
Ker(h(φ))。

推论：设 f(λ)∈F[λ]，fi(λ)∈F[λ]，且 



s

i
iff

1

)()(  ，且{fi}是两两互素的，那么

对任意φ∈EndF(V)，则 Kerf(φ)=⊕i=1
sKer(fi(φ))。

推论：设 A∈Mn(F)， 



s

i

m
i

if
1

)()(  是 A 的特征多项式，则 Ker f(A)=

⊕i=1
sKer (λiI-A)mi)。

定义：对于φ∈EndF(V)，A∈Mn(F)，若多项式 f(x)∈F[x]使得 f(φ)=0(f(A)=0)，称 f(x)
是φ(A)的零化多项式。

9.6 Hamilton-Cayley 定理

定理：设 A∈Mn(F)，f(λ)是 A 的特征多项式，则 f(A)=0。

注：此定理的结果依赖于：1°Mn(F)[x]=Mn(F[x])；2°     nIfAIAI )(*   。

推论：矩阵 A或线性变换φ的特征多项式是它的零化多项式。

例：单位矩阵的零化多项式是λ-1。

分块对角矩阵的零化多项式是 



s

i

m
i

if
1

)()(  或 



s

i
id

1

)()(  。

9.7 线性变换的最小多项式

定义：设 A∈Mn(F)，φ∈EndF(V)，称 A(φ)的零化多项式 d(λ)为 A 的极小多项式，

如果 1°d(A)=0，2°任意 f∈F[λ]，若 f(A)=0，则有 d(λ)|f(λ)，3°是首一的。

定理：A可对角化的充要条件是 dA(λ)没有重根。

定理：矩阵 A∈Mn(F)的 fA(λ),dA(λ)不随域的扩张而改变。若 F 是数域，A∈Mn(F)，
B∈Mn(F)，若 A 与 B 相似，则 dA(λ)=dB(λ)。
定理：设 A∈Mn(F)，则 c 是 dA(λ)的充分必要条件是 c 是 fA(λ)的根(c∈C)。

推论：设 A∈Mn(F)， 



s

i

m
iA

if
1

)()(  ，其中λ1,…,λs是 fA(λ)的不同特征值，

mi是正整数，那么 



s

i

e
iA

id
1

)()(  ，其中 1≤ei≤mi。

推论：设 A∈Mn(F)， 



s

i

m
iA

iPf
1

)()(  是 fA(λ)在 F[λ]的不可约因式分解，则



12





s

i

e
iA

iPd
1

)()(  ，其中 1≤ei≤mi。

定理：设φ∈EndF(V)， 



s

i

m
i

iPf
1

)()(  ， 



s

i

e
i

iPd
1

)()(  ，1≤ei≤mi，

则 V=⊕i=1
sKer (Pi(φ))mi)=⊕i=1

sKer (Pi(φ))ei)。

定理：设 V=⊕i=1
s Vi，φ∈EndF(V)，Vi是φ-不变子空间，φi=φ|V，则：

1° 



s

i
i
ff

1

)()(   ；2° )](,),([)(
1

  s
ddd  。

定义：称 V 是φ-不可分解，如果不存在φ-不变子空间 V1,V2使得 V=V1⊕V2。

定理：设φ∈EndF(V)，fφ(λ)=dφ(λ)=(λ-λ0)n，则存在 V 的一组基(φ-λ0I)n-1α,(φ-λ0I)n-2α,…,
(φ-λ0I)α，α使得φ在这组基下的矩阵是 Jn(λ0)。
推论：设 A∈Mn(F)，若 fA(λ)=dA(λ)=(λ-λ0)n，则 A 相似于 Jn(λ0)。
9.8 幂零变换的结构

定义：设 V 是 n 为 F-线性空间，φ∈EndF(V)，称φ是幂零线性变换，存在正整数

n0使得φn0=0。
命题：φ是幂零线性变换，则φ的特征值为 0。
定义：幂零线性变换φ的最小多项式的次数称为φ的幂零指数。

定义：设φ∈EndF(V)是幂零线性变换，对向量α∈V，若α,φ(α),…,φl-1(α)线性无关，

且φl(α)=0，记为 Z(α,φ)=<α,φ(α),…,φl-1(α)>是φ-不变子空间，称为φ-强循环子空间。

定理：令φ|Z(α,φ)=φ0，则 Z(α,φ)不能写成两个φ-不变子空间的直和。

定理：设φ∈EndF(V)，e是φ的幂零指数，那么存在α1,α2,…,αs∈V使得V=⊕i=1
sZ(αi,φ)。

更确切地，存在 V 的一组基α1,φ(α1),…,φl1-1(α1);…;αs,φ(αs),…,φls-1(αs)使φ在这组基

下的矩阵为 Jordan形矩阵。

定理：设φ∈EndF(V)，φn=0，则存在αi∈V，使得 V=⊕i=1
sZ(αi,φ)。记 dimZ(αi,φ)=ti，

则(t1,t2,…,ts)是由φ唯一决定的（不考虑顺序）。

定理：A∈Mn(F)，Al=0，那么 A 相似于 Jordan形矩阵，在不考虑 Jordan小块的顺

序下唯一。

定理：记 Ni 是 i 阶 Jordan 小块的个数，则 rank(Ak)=Nk+1+2Nk+2+…+(n-k)Nn；

Nk=rank(Ak-1)+rank(Ak+1)-2rank(Ak)。
9.9 线性变换的 Jordan标准形

定理：设 A∈Mn(F)， 



s

i

m
iA

if
1

)()(  ，那么 A 相似于一个分块 Jordan 矩阵。

更确切地，存在 Jordan 矩阵 )(,),(,),(,),(
11111 11 snsnnn sstst

JJJJ   使得 A 相似

于 diag( )(,),(,),(,),(
11111 11 snsnnn sstst

JJJJ   )，其中 i

t

j
n mJ

i

ij


1

。

主对角元为λj的 Jordan块总数 Nj=dimV-rank(A-λjI)，
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t级 Jordan 块 Jt(λj)的个数 Nj(t)=rank(A-λjI)t+1+rank(A-λjI)t-1-2rank(A-λjI)t。
在不考虑 Jordan块的顺序下 Jordan标准型唯一。

在复数域上，任何一个矩阵都相似于它的 Jordan标准型。

补：多项式环上的矩阵

Mn(F[λ])=Mn(F)[λ]
用 A(λ)表示 Mn(F[λ])中的元素。

称 A(λ)是可逆矩阵，如果存在 B(λ)使得 A(λ)B(λ)=B(λ)A(λ)=In。
若 A(λ)是可逆矩阵，则|A(λ)|∈Fx=F\{0}。
初等行列变换：交换行/列，把某一行/列乘上 F，把某一行/列的 F[λ]倍加到另一

行/列。

初等矩阵：1°交换单位矩阵的行列；2°单位矩阵某一行/列数乘 F；3°单位矩

阵某一行/列的 F[λ]倍加到另一行/列。

整数环类似：1°同理；2°数乘±1；3°整数倍。

定理：对 A∈Mn(F[λ])，存在首一多项式 d1(λ),…,dr(λ)使得 A 经过若干次行初等变

换和列初等变换化为 diag{d1(λ),…,dr(λ),0,…,0}，且 d1(λ)|d2(λ)|…|dr(λ)。
定义 rank(A)=max{i|A 有 i 阶非零子式}。初等行列变换不改变矩阵的秩。

注：满秩矩阵不一定可逆。rank(λI-A)=n，但λI-A 不可逆；rank(diag{1,2})=2，但

diag{1,2}不可逆。

推论：A(λ)是可逆矩阵，则 A(λ)经行列初等变换后化为单位矩阵，从而有：

A(λ)∈Mn(F[λ])可逆 |A(λ)|∈Fx=F\{0}。
定义：称 A(λ),B(λ)相抵，如果存在可逆矩阵 P(λ),Q(λ)使得 P(λ)A(λ)Q(λ)=B(λ)。
任何可逆矩阵都是初等矩阵的乘积。

定义：多项式矩阵的行列式因子：设 A(λ)∈Mn(F[λ])，若 rank(A(λ))=r，对任意非

负整数 i∈{1,2,…,r}，定义 Di(λ)是 A(λ)的所有 i 次子式的首一最大公因式。

D1(λ),…,Dr(λ)∈F[λ]称为 A(λ)的行列式因子组，由 A(λ)唯一确定；Di(λ)称为 A(λ)的
i 阶行列式因子。

命题：设 A(λ),B(λ)∈Mn(F[λ])，假定 B(λ)是由 A(λ)经过一次初等行变换后得到的矩

阵，则 Di(A(λ))=Di(B(λ))。
推论：若 A(λ)与 B(λ)相抵，则 D(A(λ))=D(B(λ))。

进而有 )(
)()(,)()(

11






i

i
i

i

k
ki D

DddD 由 A(λ)唯一决定，称 d1(λ),…,dr(λ)

是 A(λ)的不变因子组，称 diag{d1(λ),…,dr(λ),0,…,0}是 A(λ)的相抵标准型(Smith 标

准型)。
定义：若 A∈Mn(F)，λI-A 的 Smith 标准型为 diag{1,1,…,1,d1(λ),…,ds(λ)}。它的不

变因子组为 1,1,…,1,d1(λ),…,ds(λ)，行列式因子组为 1,1,…,1,d1(λ),…,d1(λ)…ds(λ)，
行列式等于不变因子的乘积。且Σ(deg di -1)=n-s是 1的个数，通常简称 d1(λ),…,ds(λ)
是 A的不变因子组。

定理：设 A∈Mn(F)，d1(λ),…,ds(λ)是 A(λ)的不变因子组，则λI-A 与矩阵

diag{1,1,…,d1(λ),1,1,…,d2(λ),…,1,1,…,ds(λ)}相抵。

定理：设 F 是域，A,B∈Mn(F)，那么 A与 B 相似的充要条件是λI-A 与λI-B 相抵。

命题：矩阵 Jn(a)的不变因子组为 1,1,…,1,(λ-a)n。
定理：若 A的不变因子组为 d1(λ),…,ds(λ)，则 ds(λ)是 A 的最小多项式。

定义：对 f(λ)=λn+a1λn-1+…+an-1λ+an，定义矩阵 Af(λ)称为 f(λ)的相伴矩阵。
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其中 Af(λ)=




































  1     0   0   0
     0      0   0   0

            
   0      0   1   0
   0      0   0   1

     0      0   0   0

1    

2

2

1

a
a

a
a
a

n-

n-

n









。

定义：设A∈Mn(F)，不变因子组为 d1(λ),…,ds(λ)，设 



k

i

n
ij

ijd
1

)()(  ,j=1,2,…,s，

则称{ ijn
i )(   |i=1,2,…,k,j=1,2,…,s}构成的有重类称为 A 的初等因子组。

定理：设 A∈Mn(F)，若 fA(λ)=dA(λ)=



k

i

m
i

i

1

)(  ，则 A 的 Jordan标准型为

diag{Jm1(λ1),Jm2(λ2)…,Jmk(λk)}。
即：如果特征多项式是最小多项式，Jordan各块只有一块。

推论：A,B∈Mn(F)，则下列条件等价：1°A,B 相似；2°A 与 B 有相同的不变因

子组；3°A 与 B 有相同的行列式因子组；4°A 与 B 有相同的初等因子组。

定理：设 A∈Mn(F)，fA(λ)=



k

i

m
i

i

1

)(  ，若 



k

i

n
ij

ijd
1

)()(  ,j=1,2,…,s，则 A

相似于 diag{Jm11(λ1),…,Jm1k(λk),…,Jms1(λ1),…,Jmsk(λk)}
计算：(1)λI-A的 Smith标准型；(2)把不变因子组分解一次因式的乘积，写出相应

的 Jordan块，把它们对角地拼在一起，就构成 A 的 Smith标准型。

这个算法给出了：(1)相似的判别法；(2)Jordan 标准型的算法；(3)最小多项式不

随数域扩大而改变。

9.10 线性函数与对偶空间

一般地，Rn上的线性函数空间是 HomR(Rn,R)，这是线性空间 Rn到 R1的线性映射

构成的向量空间。

定义：设 F 是一个域，V 是 F-线性空间，V 的对偶空间定义为 V*=HomF(V,F)，元

素称为 V 上的 F-线性函数。V 和 V*都是 F-线性空间，若 dimFV=n，则 dimFV*=n。
定义：设 V 的一组基为α1,α2,…,αn，设αi*(αj)=δij，则称α1*,α2*,…,αn*是α1,α2,…,αn

的对偶基。则 1° α∈V，α=Σαi*(α)αi；2° f∈V*，则 f=Σf(αi)αi*。
命题：设 V是 F-线性空间，α1,…,αn，β1,…,βn是 V的两组基，设(β1,…,βn)=(α1,…,αn)T，
那么(β1*,…,βn*)=(α1*,…,αn*)(Tt)-1。
定理：设 V1,V2是 F-线性空间，则存在映射φ∈HomF(V1,V2)→φ*∈HomF(V2*,V1*)是
F-线性空间同构，其中对 f∈V2*，φ*(f)=f φ。
定理：若 V1=V2=V，则φ,ψ∈EndF(V)，则(φψ)*=ψ* φ*。
定理：给定 V 的一组基α1,…,αn，φ(α1,α2,…,αn)=(α1,α2,…,αn)A，则

φ*(α1*,α2*,…,αn*)=(α1*,α2*,…,αn*)At。

定理：设 V 是 F-线性空间，存在 F-线性单射 l:V→V**,v→l(v)，l(v)∈HomF(V*,F)
定义为 f∈V*，l(v)(f)=f(v)。
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第 10章 具有度量的线性空间

10.1 双线性函数

定义：对一般的域 F，一般 F-线性空间 V，V 上的双线性函数是一个映射，f:V×V
→F，满足： α1,α2,β1,β2,α,β∈V，k1,k2∈F，
1°f(k1α1+k2α2,β)=k1f(α1,β)+k2f(α2,β)；2°f(α,k1β1+k2β2)=k1f(α,β1)+k2f(α,β2)。
一般地，对 F-线性空间 V，记 BL(V)表示 V 上的 F-双线性函数的集合。

0∈BL(V)， f1,f2∈V，定义 f1+f2为(f1+f2)(α,β)=f1(α,β)+f2(α,β)，从而 f1+f2∈BL(V)。
 f∈V，a∈F，定义 af为(af)(α,β)=af(α,β)，从而 af∈BL(V)。
在上面的定义下，BL(V)是一个 F-线性空间。

定理：设α1,α2,…,αn是 V 的一组基，那么映射 A:BL(V)→Mn(F)，f→(f(αi,αj))n×n是 F-
线性空间同构，且 f(α,β)=XTA(f)Y，这里 X,Y表示α,β在基α1,α2,…,αn下的坐标。

定理：设α1,α2,…,αn是 V 的一组基，则对 f∈BL(V)，都有 f(α,β)=XT(f(αi,αj))Y，其

中 X,Y是α,β在基α1,α2,…,αn下的坐标。

定义：设 f∈BL(V)，α1,α2,…,αn是 V 的一组基，称矩阵 A(f)=(f(αi,αj))关于基α1,α2,…,αn

的度量矩阵。

定理：设 f∈BL(V)，α1,α2,…,αn,β1,β2,…,βn是 V 的两组基，A(f),B(f)分别是 f 关于基

α1,α2,…,αn,β1,β2,…,βn的度量矩阵，P∈GLn(F)是从基α1,α2,…,αn到β1,β2,…,βn的过度

矩阵，则 B(f)=PTA(f)P。
定理：双线性函数在不同基的度量矩阵合同。

定义：设 BL(V)，f的秩是它的度量矩阵的秩，记为 r(f)。
在合同关系下，矩阵有标准型。对给定的双线性函数，合同标准型对应的基是值

得研究的。

定义：Lf:V→V*,α→f(α,·)，Rf:V→V*,α→f(·,α)。这两个映射是线性的。

定理：设 f∈BL(V)，则 r(f)=r(Lf)=r(Rf)。
推论：若 f∈BL(V)，r(f)=n，则 Lf,Rf:V→V*都是同构。

反对称矩阵的秩是偶数，反对称矩阵合同于 diag{ 







 0   1

1   0   
,…, 








 0   1

1   0   
,0,…,0}。

定义：称双线性函数 f 是对称的，如果 f(α,β)=f(β,α)；称双线性函数 f 是反对称的，

如果 f(α,β)=-f(β,α)。
定理：双线性函数 f的对称性与度量矩阵对称性相同。

定理：设 f∈BL(V)，f 是对称的双线性函数，则存在 V 的一组基α1,α2,…,αn使得

(f(αi,αj))=diag{c1,c2,…,cf,0,0}，其中 ci≠0，r=r(f)。
10.2 欧几里得空间

定义：设 V 是 R-线性空间，f:V×V→R 是对称双线性函数，且 f(α,α)≥0，取等号

 α=0。
定理：任何有限 n维欧式空间都同构于 Rn n维欧式空间一定存在一组基ε1,…,εn
使得它的度量矩阵是单位矩阵。

定义：设 V 是 n维欧式空间，ε1,…,εn称为 V的标准正交基，如果(εi,εj)=δij。

定理：对任意α,β∈V，V 是欧式空间，则(α,β)2≤(α,α)(β,β)。
定理：正交的向量组线性无关。

定义：ε1,…,εn是 V的标准正交基，则 



n

i
ii

1

),(  称为α的傅里叶展开。
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10.3 正交补，正交投影

定义：设 V 是欧式空间，W 是 V 的子空间，ε1,…,εr是 W 的标准正交基，称映射

PW:V→W，α→PW(α) 



r

i
ii

1

),(  是 V 到 W 的正交投影。

定理：设 V 是欧式空间，W是 V 的子空间，对 α∈V，都有|α-PW(α)|≤|α-β|。
定义：考虑方程 AX=β的解，通常这个方程无解，称 X=(c1,c2,…,cn)是方程的最小

二乘解，如果||AX-β||取最小值。

定理：设 A 的列向量为α1,α2,…,αn，令 W=<α1,α2,…,αn>，则||AX-β||取最小值当且

仅当 AX=PW(β) β-AX⊥W X是方程组 ATAX=ATβ的解。

10.4 正交变换与对称变换

定义：设 V 是欧式空间，设φ:V→V是线性变换，称φ是正交变换，如果(φ(α),φ(β))=
(α,β)。它是欧式空间的等距变换。

命题：设φ∈O(V)，其中 V 是 n 维欧式空间，ε1,…,εn是 V 的标准正交基。设 Aφ

是φ在基ε1,…,εn下的矩阵，即是φ(ε1,…,εn)=(ε1,…,εn)Aφ，则 Aφ是正交矩阵。

定理：φ∈O(V) Aφ是正交矩阵。

命题：正交矩阵的实特征值只能是±1。
定理：设 A是 n 阶正交矩阵，则 A 的特征多项式

fA(λ)= 



v

i

P
i

ts i

1

2 )1cos2()1()1(  ，且 A相似于 diag{Is,-It, 







 ii

ii




cos   sin
sin    cos  

}。

命题：设 V 是欧式空间，φ∈O(V)，W 是φ-不变子空间，则 W⊥
也是φ-不变子空间。

命题：设 V是实线性空间，φ:V→V 是 R-线性变换，如果φ没有实特征值，则存在

2维φ-不变子空间。

Riesz表示定理：设 V 是数域 F 上的有限维非退化的正交空间，那么对 f∈V*，
存在α∈V，使得 f(β)=L(α)(β)=(β,α)。称线性函数 f 可由α表示。

定理：设 V 是有限维欧式空间，φ∈EndR(V)，那么存在唯一的φ*∈EndR(V)，使得

对任意α,β∈V，都有(φ(α),β)=(α,φ*(β))，这里的φ*称为φ的伴随。

定义：设 V 是有限维欧式空间，φ∈EndR(V)，称φ是对称变换，如果φ*=φ。即对

任意α,β∈V，都有(φ(α),β)=(α,φ(β))。
定理：φ是对称变换的充要条件是它的变换矩阵 Aφ是对称矩阵。

定理：对称线性变换可正交对角化。

命题：设 V 是欧式空间，φ是对称线性变换，V1是φ-不变子空间，则 V1
⊥
也是φ-

不变的。

10.6 正交空间与辛空间

定义：设 V 是 F-线性空间，f∈BL(V)，称(V,f)是度量空间。当 f 是对称时，称(V,f)
是正交空间；当 f 是反对称时，称(V,f)是辛空间；对一般的 f，称(V,f)是度量空间。

记 V 上的对称双线性函数空间为 SBL(V)，反对称双线性函数空间为 ASBL(V)。
命题：设 F 是域，charF≠2，则 BL(V)=SBL(V)⊕ASBL(V)。
定理：设(V,f)是正交空间，r(f)=r，那么存在 V 的一组基α1,α2,…,αn使得 f 在这组

基下的度量矩阵为 diag{c1,…,cr,0,…,0}，ci≠0∈F。
定义：设(V,f)是正交空间，α,β≠0∈V，称α与β正交，如果 f(α,β)=0。
推广：设α1,…,αs是(V,f)中的非零向量组，若 f(αi,αj)=0，i≠j，称α1,…,αs是 V 中的

正交向量组。
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定义：设(V,f)是正交空间，α1,…,αn是 V 的一组基，且α1,…,αn是正交的，那么称

α1,…,αn是(V,f)的正交基。

定理：正交空间(V,f)有一组正交基。

定理：设(V,f)是正交空间，α1,…,αn是 V 的正交基，它的度量矩阵为

diag{c1,…,cr,0,…,0}，那么 V=<α1,…,αr>⊕<αr+1,…,αn>。
定义：设(V,f)是正交空间，W 是 V 的子空间，令 f|W:W×W→F，(α,β)→f(α,β)是
W×W 上的双线性函数，且是对称的。

命题：设(V,f)是正交空间，W 是 V 的子空间，那么(W,f|W)也是正交空间。

定理：设(V,f)是正交空间，α1,…,αn是 V 的正交基，且 f 关于α1,…,αn的度量矩阵

为 diag{c1,…,cr,0,…,0}，那么 Ker Lf = Ker Rf = <αr+1,…,αn> = Radf(V)。
定理：设(V,f)是正交空间，存在 V 的子空间 V1，使得 V=V1⊕Radf(V)，且 f|V1是非

退化的，f|Radf(V)=0。
定义：设(V,f)是正交空间，V1,V2是 V 的子空间，称 V 是 V1与 V2的正交直和，如

果 V=V1⊕V2，且任意α∈V1,β∈V2都有 f(α,β)=0，记为 V=V1⊥V2。

定义：设(V,f)是正交空间，V1是 V 的子空间，令 V1
⊥={α∈V|f(α,β)=0， β∈V1}是

V 的子空间，称为 V1在 V 中的正交补。

命题：设(V,f)是正交空间，那么 V⊥=Radf(V)。
定理：设(V,f)是正交空间，r(f)=r，则存在 V 的子空间 V1使得 V1⊥V⊥

，且 f|V1是

非退化的，r(f|V1)=r。
命题：设(V,f)是正交空间，V1,V2是 V 的子空间，V1⊆V2，则 V2

⊥
⊆V1

⊥
。

引理：设(V,f)是正交空间，V1是 V 的非退化子空间，则 V=V1⊥V1
⊥
。（对偶空间+

维数证明）

定理：设(V,f)是正交空间，r(f)=r，则存在 V 的一组正交基α1,…,αn使得 f 在α1,…,αn

下的度量矩阵为 diag{c1,…,cr,0,…,0}。
当 F=R 时，设(V,f)是实数域 R 上的非退化正交空间，那么存在正交基使得 f的度

量矩阵为 diag{Ip,-Iq}。
补：双曲空间与 Witt定理

定义：设(V,f)是正交空间，α≠0∈V，若 f(α,α)=0，则称α是迷向向量。

V 中的迷向向量构成的集合 m(V)不是 V 的子空间，但若α∈m(V)，kα∈V，从而

迷向向量是 V 的锥。

定义：称(V,f)是非退化的双曲空间，存在 V 的一组基α1,α2,…,αp,α-1,α-2,…,α-p使得

f在这组基下的度量矩阵为 










0   

    0

p

p

I
I

。当 p=1时称为双曲平面。

定义：设(V,f)是正交空间，称(V,f)是反迷向(定性)的，如果对 α∈V，f(α,α)=0α=0。
容易知道，任意的非退化双曲空间都是偶数维的。

命题：任意双曲空间都有双曲平面的正交直和。

命题 1：1 维非退化正交空间一定是反迷向的。

命题 2：2维非退化正交空间要么是反迷向的，要么是双曲平面。即是：非退化

二维正交空间有迷向向量一定是双曲平面。

设(V,f)是非退化正交空间，dimV≥2，若α,β∈V，满足 f(α,α)f(β,β)=0，但 f(α,β)≠0，
那么<α,β>是 V 的双曲平面。

Witt分解定理：设(V,f)是非退化正交空间，则存在 V 的双曲子空间 Hs与反迷向子

空间 D，使得 V=Hs⊥D，且 S 是由 f唯一决定的。
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此即：A=diag{ 







0   

    0

s

s

I
I

,c1,c2,…,cn-2s}

定义：是个(V1,f1),(V2,f2)是域 F 上的正交空间，一个映射φ:(V1,f1)→(V2,f2)称为等距/
保距同构，如果 1°φ是线性同构；2°对 α,β∈V1，f1(α,β)=f2(φ(α),φ(β))。
当 V1=V2，f1=f2时，等距同构也称为等距变换。

1°等距变换的复合是等距变换；2°单位映射是等距变换；3°等距变换的逆也

是等距变换。

从而(V,f)的等距变换在映射的复合下构成一个群，记为 O(V,f)⊆GL(V)。
定理：维数相同的非退化双曲空间等距同构。

唯一性定理叙述为：设(V1,f1),(V2,f2)是两个非退化的正交空间，如果φ:(V1,f1)→(V2,f2)
是等距同构，V1=Hs1⊥D1，V2=Hs2⊥D2，那么 S1=S2。
特殊情形：设(V,f)是非退化的正交空间，若 V=Hs1⊥D1=Hs2⊥D2，则 S1=S2。
Witt消去定理：设(V1,f1),(V2,f2)是两个非退化正交空间，φ:(V1,f1)→(V2,f2)是等距同

构，且 V1=U1⊥W1，V2=U2⊥W2，f|Vi,f|Wi是非退化的，若φ1:(U1,f|U1)→(U2,f|U2)
是等距同构，则存在φ2:(W1,f|W1)→(W2,f|W2)是等距同构。

设 charF≠2，假定(V,f)是非退化的正交空间镜面对称映射，设η是(V,f)的非迷向向

量，则 V=<η>⊥<η>⊥
。考虑映射：Mη:V→V，α→Mη(α)=α-2

),(
),(




f
f η。

命题：映射 Mη∈O(V,f)。
Witt扩充定理：设(V,f)是有限维非退化正交空间，W 是 V 的子空间，φ1:W→V 是

等距单射，则存在φ∈O(V,f)，使得φ|W=φ1。

双曲扩张定理：n维双曲空间的任意 r 维全迷向子空间都可以扩充成为 2r 维双曲

空间。


