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第四章 导数与微分

基础概念：
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对于形如 F(x,y)=0 的隐

函数的求导，我们可以将

y 看成是 y=y(x)，直接对

原方程求导。比如

(x2)'=2x；(y2)'=2yy'。

。一阶微分的形式不变性可以是因变量。这就是uduufdy ,)('

Leibniz 公式： 
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)()()()( 。可以利用该公式直接暴展或写出递推公式。

典型例题：

题组 1：概念与 N 语言

1. 设函数 )(xf 在(a,b)上有定义，且在点 x0∈(a,b)处可导，并假定序列{xn}和{yn}

满足
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且有

nnnn
yxx


 limlim 0

证明：

)(')()(lim 0xf
xy

xfyf

nn

nn

n






。

解：∵ ),(')()(lim)()(lim 0
0

0

0

0 xf
xx

xfxf
xy

xfyf

n

n

n
n

n

n











∴对 ,,, 11 NnN  N ;|)(')()(|.. 0
0

0 

 xf

xy
xfyfts

n

n

   

)('
)(tan1

)('
)(tan

tan)(;
)('
)(''

)(
)(

)(')(']')([;
)('

1)(1









r
r

r
r

rr
tx
tyy

tyy
txx

xgxgfxgf
xfdy

ydf

x


















2

对 ,,, 22 NnN  N ;|)(')()(|.. 0
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取定 },max{ 21 NNN  ，则当 Nn  时，上述两个不等式同时成立。

因此我们有
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2. 设函数 )(xf 在[-1,1]上有定义，且 )0('f 存在，求 ])0()([lim
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由 的任意性知答案为 )0('
2
1 f 。

题组 2：微分导数的对象

1. 设函数 )(xfy  是严格单调的三阶可导函数，而且 0)(' xf ，求 )()( )3(1 yf  。
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解：根据反函数导数公式有
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题组 3：数学归纳法

1. 求证：若 xn exy
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解：当 1n 时，显然成立。下面假设 kn  时 x
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代入上式，得：（ 1 kn 的情形）
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解：当 1n 时，有 )1('1)]'1()[1( 2 x
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利用数学归纳法，假设 kn  时等式成立。则当 1 kn 时，我们欲证：
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我们继而对 kn  时的等式左右求导，知：
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特别提醒： .)]1([)1( )()( nn

x
f

x
f  前者表示的是先对 f 求 n 次导再用 x

x


1
代入，后

者表示先用 x
x


1
代入再求 n次导。

题组 4：Leibniz 暴展

1. 对 2)(arctan xy  计算 )0()(ny 。

解：我们需要先知道函数 xz arctan 的 )0()(nz 。
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 ，得 1)1(' 2  xz 。两边同时求 1n 阶导数，施用 leibniz 公式，得：
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下面我们来求 )0()(ny 。左右两边同时求 n次导数，施用 leibniz 公式：
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当 12  kn 时，循环和的每一项都含有一个奇数一个偶数，由上面结论知道

0)0()12( ky 。

当 kn 2 时，消灭 0 项，将上式改写为
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综上所述，
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2. 设  Nnxxxf n ,ln)( ，求
! 
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n
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n 
。

解：直接对 )(xf 施用 leibniz 暴展，得：
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n
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)1()(

 ， )(ng 是关于 n的一个多项式。

利用数学归纳法证明 )(ng 是调和级数即可。

∴ 
 ! 
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（欧拉常数）。

题组 5：拆项找规律

1. 设
x

xy




1

1
，计算 Nnxy n ),()( 。

解：
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。直接求 n 次导知：
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
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
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
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
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题组 6：增项法（类似于数列通项公式）

1. 设 
  Nnxy n ,)1( 22 ，求 )1()(ny 。

解：设 22)1(  nxz ，则 .0)1()( nz 因此 ).1()()1( )()( nn zyy 

∵ )(22)1()1( 2
22

12222 的项次数＜nxCxxxzy n
n

nnn  
 ，

∴ )!1)(1(4! 2)!1(2)1()( 2
22

)(   nnnCnzy n
n 。
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题组 7：引入辅助函数

1. 证明：对于每个正整数 n，成立









 .    ,! )1(
,10              ,0

)1(
0 nmn

nm
kC

n

n

k

mk
n

k 。

解：引入辅助函数 



n

k

kmk
n

k
m xkCxf

1

1)1()( ，求 )1(mf 。注意到 )]'([)(1 xxfxf mm  和

nn
n

k

kknk
n

n
n

k

kk
n

k xxCxCxxf )1()1()1()1()1()(
11

0  






。归纳知当 10  nm

时，所求的导函数仍存在形如 kx )1(  的项，故 0)1( mf 。当 nm  时，唯一不出

现 kx )1(  形式的项是 nnnnnn xnxx !)1(])1[()1( )(  ，此时 !)1()1( nf n
n  。

陷阱易错：

1. 设 )()()( xaxxf n ，其中 )(x 在 ax  的邻域内有 1n 阶导数，求 )()( af n 。

错误解法：两边直接求 n 次导得到 )()( af n 。

错误分析： )(x 的 n 次导数不一定存在。

解：对 )(xf 求 n-1 次导数得到






 
1

1

)()1()1()1( )(])[()(])[()(
n

k

kknnnnn xaxxaxxf  。注意到，在右边的循环和

中，每一项都包含形如 )2()(  kax k 的项，且 0)()1(  af n 。

利用定义求出 )()1( xf n 的导数：
ax

nkSaxaaxnaf
ax

n







 ),()()()(! lim)'(
2

)1( 
，其

中 ),( nkS 表示关于 k 和 n 的一个多项式，且当 ax  时不为无穷大量。

∴ )(! )()( anaf n  。
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第五章 导数的应用

基础概念：

极值的定义：存在邻域，使得 )( 0xf 最大（小）。

Fermat :极值点 f'(x0)若存在，则 f'(x0)=0。

:Rolle ),()(),,()(],,[)( bfafbaDxfbaCxf  则必存在 0)(' f 。

广义 Rolle : lbfafbaDxfbaCxf  )0()0(),,()(],,[)( ，  ora 有限数 ，

 orb 有限数 ，  orl 有限数 ，则必存在 0)(' f 。

:Lagrange ),,()(],,[)( baDxfbaCxf  则必存在
ab

afbff




)()()('  。

我们常常这样使用 Lagrange 定理： ),(),)((')()( baabfafbf   。

Lagrange 推论： CxgxfxgxfCxfxf  )()()(')(',)(0)(' 。

:Cauchy ;0)(');,(  ],[)(),(  xgbaDandbaCxgxf 则必存在
)('
)('

)()(
)()(




g
f

agbg
afbf





。

:Darboux .)('..,)],(),([],,[)(    ftsbfafbaDxf 即导函数具有中介值

性质。换言而知，若 f'(x)≠0 在区间 I 上恒成立，则必有 f(x)单调。

.
)('
)('lim;0)(';0)(lim)(lim:)

0
0(' l

xg
xfxgxgxfHospitalL

xxx
 我们有 .

)(
)(lim l

xg
xf

x


.
)('
)('lim;0)(';)(lim:)(' l

xg
xfxgxgHospitalL

xx





我们有 .
)(
)(lim l

xg
xf

x


n
n

P xx
n

xfxxxfxxxfxfxfTaylor )(
!

)()(
!2

)(''))((')()(: 0
0

)(
2

0
0

000  

  )()( 00 xxxxo n  。前面的部分叫做 Taylor 多项式，后面的叫做 Peano 余项。

n
n

L xx
n

xfxxxfxxxfxfxfTaylor )(
!

)()(
!2

)(''))((')()(: 0
0

)(
2

0
0

000  

),(),(,)(
)!1(

)(
00

1
0

)1(

xxorxxxx
n

f n
n




 



。后面的叫做 Lagrange 余项。

].
)!1(

)()0)(([
!

)0(
!2

)0('')0(')0()( 1
)1()(

2 



 n

n
nn

n

x
n

f/xxox
n

fxfxffxf 
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]
)!1(

/)0(     )([
!!3!2

1 1
 32




 n

x
n

n
x x

n
exxo

n
xxxxe





]
)!12(

cos)1(/)0(     )([
)!12(

)1(
!5!3

sin 122
12

1
53












 n
n

n
n

n x
n

xxxo
n
xxxxx 

]
)!22(

cos)1(/)0(     )([
)!2(

)1(
!4!2

1cos 22
1

12
242









 n
n

n
n

n x
n

xxxo
n

xxxx 

]
)1)(1(

)1(/)0(     )([)1(
32

)1ln( 1

1
1

32









 n

nn
n

n
n

xn
xxxo

n
xxxxx




])1(/)0(     )([1)1( 111221   nnnnnn xxCxxoxCxCxCx 


 

Lagrange余项与 Peano 余项在运用上的主要区别是 Lagrange便于计算具体数

值，而 Peano便于进行极限估计。

根据导函数反推原函数：
)0(     )(

2
)0()(

)0(     )()('

22
1

11
21



 

xxox
n
axaxafxf

xxoxaxaaxf

nnn

nn
n





Lagrange 插值多项式： 
 


n

i ii
in xxx

xyxL
0 )(')(

)()(



，其中 




n

i
ixxx

0

)()( 。

其中误差函数 R(x)=f (x)-Ln(x)= )(
)!1(

)()1(

x
n

f n






。

特别提醒：Ln(x)实际上是用 x0,…xn n+1项插值的结果！

设 f (x)在 U (x0,δ)内 n 阶可导，f '(x0)=f ''(x0)=…=f (n-1)(x)=0，且 f (n)(x)≠0，则：

(1) 当 n 为奇数时，f (x)在点 x0不取极值；

(2) 当 n 为偶数时，f (n)(x)＞0 时，f (x)在 x0处取严格极小值；

(3) 当 n 为偶数时，f (n)(x)＜0 时，f (x)在 x0处取严格极大值。

（下）凸函数： t∈(0,1)，成立 f (tx1+(1-t)x2)≤t f (x1)+(1-t)f (x2)。

凸函数的充要条件是 1)
32

32

31

31
231

)()()()(,
xx

xfxf
xx

xfxfxxx







 ；

进而有凸函数在非端点处的左右导数一定存在，且满足 f-'(x)≤f+'(x)。
2) t1+t2+…+tn=1，ti＞0，则 f (t1x1+…+tnxn)≤t1f (x1)+…+tnf (xn)。

若 ),(],,[)( baDbaCxf  ，则 f (x)为凸函数的充要条件是 f '(x)单调上升。

若 ),(],,[)( 2 baDbaCxf  ，则 f (x)为凸函数的充要条件是 f ''(x)≥0。

拐点：前凸后凹或前凹后凸。拐点处的二阶导数存在则必为 0。
渐近线：曲线与该直线的距离趋于 0。

典型例题：
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题组 1：待定常数法（一种特殊的还原函数的方法）

1. 设 f 在 ],[ ba 上二阶可微， 0)()(  bfaf 。证明：对每个 ),( bax ，存在

),( ba ，使得成立 ))((
2

)('')( bxaxfxf 


。

解：固定 x ，我们设 
 ))((
)(2

bxax
xf

，往证   )(''..),,( ftsba 。

构造 ))((
2

)()( btattftF 


，知道 0)()()(  xFbFaF 。

在 ],[ xa 和 ],[ bx 上使用Rolle 定理知道 0)(')('..,, 2121   FFts 。

再在 ],[ 21  上使用 Rolle 定理知道 0)('')(''..,   fFts ，即 0)('' f 。

2. 设 x0∈I，x0+h∈I，∈(0,1)，f (x)在区间 I 上二次可微。证明：

).(''
2

)1()()1()()(..),1,0( 0
2

000 hxfhxfhxfhxfts  




解：引入辅助函数 ]1,0[,
2

)1()()1()()()( 2
000 


 tshttxftthxfhtxftF ，

其中

2

000

)1(
)()1()()(

h

xfhxfhxfs








 。

我们去证： .)(''..),( 00 sftsh,xxξ   由于 0)()1()0(  FFF ，

根据 Rolle 微分中值定理， 0)(')('..)1,(),,0( 2121   FFts ，

进而有 0)(''..),,( 21   Fts 。惊讶地发现， 0])([)('' 0
2  shxfhF 

∴令θ=ξ，我们知道 f ''(ξ)=s。结论得证！

3. 设函数 f (x)在[a,b]上三阶可导，证明：

).()(
12
1)](')(')[(

2
1)()(..],,[ )3(3  fabbfafabafbftsba 

解：引入辅助函数 .
12
1)](')('[

2
1)()()( 3shhafafhafhafhF 

其中 s 是使得 sabbfafabafbf 3)(
12
1)](')(')[(

2
1)()(  成立的数。

我们去证明：β∈[a,b]，s.t. f (β)=s 成立。

∵F(0)=F(b-a)=0，∴η∈(0,b-a)，s.t.F'(η)=0。

又因为 shhahfafhafhF 2

4
1)(''

2
1)('

2
1)('

2
1)('  在 h=0 处取值为 0，

在[0,η]上使用 Rolle 定理知道ξ∈(0,η)，s.t. F''(ξ)=0。

而 F''(ξ)= 0)]([
2
1

2
1)('''

2
1)(''

2
1)(''

2
1 )3(   afssafafaf

.)()3( saf   知道 .0)(..),( )3(   ftsba
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题组 2：广义 Rolle 定理

1. 证明：Legendre 多项式 )(2 ])1[(
!2

1)( nn
nn x
n

xP  在 )1,1( 上内有 n 个不同实根。

解：我们应注意到，x=±1 是 Pn(x)的 n 重零点。

P1(x)在[-1,1]上有 P1(-1)=P1(1)=0。则 P2(x)=P1'(x)在(-1,1)上有零点，在 1x 又是

它的零点，合着有 3 个零点。利用相同方法递推下去。

容易验证，Pk(x)有 k+2 个零点(1≤k≤n)。当 k=n 时，x=±1 的零点不复存在，所

以 Pn(x)有 n 个零点。

2. 证明：Laguerre 多项式 Ln(x)=ex(xne-x)(n)有 n 个不同正根。

解：记 Tn (x)=(xne-x)(n)。显然 Ln(x)有 n 个不同正根等价于 Tn (x)有 n 个不同正根。

显然 x=0 是 Tn(x)的 n 重零点。而当 1≤k≤n-1 时， 0)(lim )( 



kxn

x
ex 。

T0(x)有两个广义零点(作者自己定义的，意为无穷小量)：0 和+∞。

在[0,+∞)上使用广义 Rolle 定理，知道 T1(x)有 3 个广义零点。

剩余过程参考上题，我们知道 Tn(x)有 n 个狭义零点。

3. 证明：Chebyshev-Hermite多项式 )(
!

1)1()( 22

22 x

n

nx
n

n e
dx
de

n
xH


 有 n个不同零点。

解：注意到±∞是 n 重广义零点。套用 n 次广义 Rolle 定理即可。

题组 3：还原函数系列

1. 设 f,g 在[a,b]上连续，在(a,b)上可微，且导函数 g'在区间(a,b)上无零点。证明：

.
)()(
)()(

)('
)('..),,(







gbg
aff

g
ftsba






解：对结论通分，得到 .0)(')()(')()()(')()('   gaffbgfggf 引入函数：

)()()()()()()()()( bgafxgafxfbgxgxfxF  ，易见 0)()(  bFaF 。在区间

[a,b]上使用 Rolle 定理，知

0)(')()(')()(')()()(')('..),,(   gaffbggfgfFtsba 。得证！

2. 设 f(x)在[0,+∞)上可微，且 0≤f(x)≤ 21 x
x


。证明：  ＞0，s.t. .
)1(

1)(' 22

2







f

解：引入还原后的函数 21
)()(

x
xxfxF


 ，在[0,+∞)上使用广义 Rolle 定理，知

.0
)1(

1)('..),,0( 22

2







 fts 这就是原题欲证结论。

3. 设函数 f 在 a 处二阶可导，且 f ''(a)≠0,，则在 h 充分小时，成立 f (a+h)-f (a)=

f '(a+θh)，而且其中的θ具有性质
2
1)(lim

0



h

h
 。

解：第一问：直接使用 Lagrange 定理。

第二问：我们提供两种方法。
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法 1：因二阶导数存在，联想二阶导数的定义：
h

afhafaf
h

)(')('lim)(''
0





。

我们发现：[ f (a+h)-f '(a)h]'h= f '(a+h)-f '(a)，[h2]'=2h。如果前面这个式子再减去

一个无关的常数项 )(af ，刚好又和前面的 f (a+h)-f (a)=f '(a+θh)呼应！

故引入 .)(,)(')()()( 2xxGxafafxafxF  我们有：

),0(,)(')('
2
1

2
)(')0()()(')()(

22 hafafF
h

FhF
h

hafafhafI 








 






又∵
h

afhaf
h

hafhhaf
h

hafafhafI

 )(')(')(')(')(')()(

22










∴两边令 h→0，有θ→1/2。

法 2：对(1)等式两边使用 TaylorL展开，得 f (a+h)=f (a)+hf '(a)+ )(''
2 1

2

hafh  ；

f '(a+θh)=f '(a)+θhf ''(a+θ2θh)。由 f (a+h)-f (a)=f '(a+θh)知：

2θf ''(a+θ2θh)=f ''(a+θ1h)，即
)(''2

)(''

2

1

haf
haf






 ，∴
2
1)(lim

0



h

h
 。

注：此题可推广到 n 阶导数存在的情形，我们有 1
0

1)(lim 


 n
h n

h 。

4. 设 f (x)∈D[a,b]，f (a)=f (b)。证明：
2

)(')()(..,  ffafts  。

解：我们先用 f (a)=0 试一下。我们发现导函数前面的 x 系数高于原函数，此时

引入 F(x)=x2f (x)就能完美解决问题了。

类似地，我们引入函数 F(x)=x2[f (x)-f (a)]。观察发现 F(0)=F(a)=F(b)=0。根据 Rolle
微分中值定理，我们知道导函数的零点夹在原函数零点之间。所以大胆消去导函

数的 x，得到
2

)(')()(0)](')(2)(2[)('..,  ffaffaffFts  。

5. 设 f 在 R 上二阶连续可导，|f (x)|≤1，且有[f (0)]2+[f '(0)]2=4，证明：存在ξ，
s.t. f (ξ)+f ''(ξ)=0。

解：先由|f (0)|≤1 知|f '(0)|≥ 3 。引入函数 F (x)=[f (x)]2+[f '(x)]2，满足 F (0)=4

且 F'(x)=2f '(x)[f (x)+f ''(x)]。下面采用反证法：如果 f (ξ)+f ''(ξ)≠0 恒成立，由介

值定理，知 f (ξ)+f ''(ξ)在 R 上保号。不妨设 f (ξ)+f ''(ξ)＞0 即 f '(x)F'(x)＞0 成立。

1.1) f '(0)≥ 3 且 f '(x)在(0,+∞)上有零点的情形。设其最小的零点(这是由于函数

的连续性，所以存在)为 x1，此时对任意 x∈(0,x1)有 f '(x)＞0。则 F'(x)＞0。
∴1≥[f (x1)]2=[f (x1)]2+[f '(x1)]2=F(x1)＞F(0)=4，矛盾。

1.2) f '(0)≥ 3 且 f '(x)在(0,+∞)上无零点的情形。则 f '(x)＞0，进而 F'(x)＞0。所

以 F(x)＞F(0)=4， x∈(0,+∞)。根据|f (x)|≤1 知|f '(x)|≥ 3 恒成立。这与|f (x)|
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≤1 显然矛盾！

其余情况类似考虑。知原命题成立。

题组 4：凑 or 计算 L'Hopsital.

1. 设函数 f (x)在(a,+∞)上有直到 n 阶导数，且有 .)(lim,)(lim )( BxfAxf n

xx



求

证：B =0。

解：构造 nx
xf

xG
xF )(
)(
)(
 ，令 x  ，有  )1()(0)(lim Oxf

x
xf
nx




 和

.
!!

)(lim')(lim
n
B

n
xfHospitalLn

x
xf n

xnx



次 由极限的唯一性知 B =0。

2. 设函数 f (x)在(a,+∞)上可导，且 }.{,)](')([lim 


Rkkxfxf
x

求证：

.)(lim kxf
x




解：构造 x

x

e
xfe

xG
xF )(
)(
)(
 ，令 x  ，有 .)](')([lim)(lim k

e
xfxfe

e
xfe

x

x

xx

x

x







3. 计算 .lim 1

00





xx

x
x

解： .1limlimlimlimlimlim
ln2ln

ln

00

ln)1(

00

ln)1(

00

1

00

2

2ln
















t
t

t
t

t

t

xx

x

xe

x

xx

x

x

x
eeeeex

xxxx

其中 t =1/x。
题组 5：TaylorP展开

【待定系数法】

1. 写出函数
x

x
sin

在 x=0 处的带有 Peano 余项的 Taylor 公式。（展到 x4）

解：设 ).0(   )(
sin

44
4

3
3

2
210  xxoxaxaxaxaa

x
x

则 )0(   sin))(( 44
4

3
3

2
210  xxxoxaxaxaxaax

)0(   ))(
1206

))((( 6
53

44
4

3
3

2
210  xxoxxxxoxaxaxaxaax

)0(   )()
1206

()
6

()
6

( 5502
4

41
3

30
2

2
10  xxoxaaaxaaxaaxaxax

360
7,0,

6
1,0,1 43210  aaaaa

)0(   )(
360

7
6
11

sin
442  xxoxx

x
x

【层层展开法】

2. 写出函数 ln (cos x+sin x)在 x=0 处的带有 Peano 余项的 Taylor 公式。（展到 x4）
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解：先展开(cos x+sin x)项。

)0(   )(
!4!3!2

1sincos 4
432

 xxoxxxxxx

∵ )0(   )(
432

)1ln( 4
432

 xxoxxxxx

∴ )0(   )(
2462

1ln)sinln(cos 4
432

















 xxoxxxxxx

3

)(
2462

2

)(
2462

)(
2462

3
4

4322
4

432

4
432 































xoxxxxxoxxxx
xoxxxx

)0(    )(
4

)(
2462 4

4
4

432












 xxo
xoxxxx

)0(   )(
3
2

3
2 4432  xxoxxxx

【消项估计法】

3. 设函数 f (x)、g(x)、p(x)具有连续二阶导数，计算极限：

)2(   )2(   )2(
)(     )(     )(

)(         )(         )(
1lim 30

hxphxghxf
hxphxghxf

xpxgxf

hh




。

解：对 f /g/p(x+h)、f /g/p(x+2h)进行 TaylorP展开，并进行初等行列变换，得：







)2(   )2(   )2(
)(     )(     )(

)(         )(         )(
1lim 30

hxphxghxf
hxphxghxf

xpxgxf

hh
)(''   )(''   )(''
)('    )('    )('
)(     )(     )(

xpxgxf
xpxgxf
xpxgxf

。

题组 6：TaylorL展开

【特殊点展开】（注意：以下两题是不同的展开法）

1. 设 f (x)在[0,1]上二次可微，f (0)=f (1)=0，max{f (x)}=2，证明：max{f (x)}≥-16。
解： fixed a，利用 Taylor 公式将 f (x)在 x 处展开，并代入 x0=0、1，得

21 )0(
2

)('')0)((')()0( xfxxfxff 


，

22 )1(
2

)('')1)((')()1( xfxxfxff 


。

再令 f (M)=2，则 f '(M)=0。代入上述两式，得：

2221 )1(
4)('',4)(''
x

f
x

f


  。显然 16)}(''),(''max{ 21  ff 。命题得证！

2. 设函数 f (x)在[a,b]上有二阶导数，且 f '(a)=f '(b)=0。证明：存在 c∈(a,b)，
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s.t. |)()(|
)(

4|)(''| 2 afbf
ab

cf 


 。

解：利用 Taylor 公式将 f (x)在 x=a 和 x=b 处展开，得

21 )(
2

)('')()( axfafxf 


， 22 )(
2

)('')()( bxfbfxf 


。令
2

bax 
 ，有

21 )
2

(
2

)('')()
2

( abfafbaf 


 
， 22 )

2
(

2
)('')()

2
( abfbfbaf 


 

。联立，得





 2

)('')('')]()([
)(

4 21
2

 ffafbf
ab

|
2

)('')(''||)()(|
)(

4 21
2

 ffafbf
ab






2
|)(''||)(''||)()(|

)(
4 21

2

 ffafbf
ab





 。由 Darboux 定理易知|f ''(x)|也具有

中介值性质。所以
2

|)(''||)(''||)(''|..),,( 21
21

 ffcftsc 
 。题目得证！

【两头夹中间】

3. 设函数 f (x)在(0,+∞)上三阶可导，且|f (x)|≤M0，|f '''(x)|≤M3， x∈(0,+∞)。
证明：f '(x)和 f ''(x)在(0,+∞)上有界.
解：用 TaylorL 公式将 f (x+1)和 f (x+2)展开：

6
)('''

2
)('')(')()1( 1fxfxfxfxf  ；

6
)('''8

2
)(''4)('2)()2( 2fxfxfxfxf  ；

显然，f '(x)和 f ''(x)可以被 f (x)、f (x+1)、f (x+2)、f '''(ξ1)、f '''(ξ2)线性表出。由于

这组基有界，所以它们有界。

4. 设 f (x)在 R上有 n 阶导数，且存在实数α使得 0)(lim 


xfx
x

 ， 0)(lim )( 


xfx n

x

 。

证明： 0)(lim )( 


xfx k

x

 ， 1,,2,1  nk  。

解：用 TaylorL 公式将 f (x+1),…,f (x+n)展开：

!
)(

)!1(
)()(')()1( 1

)()1(

n
f

n
xfxfxfxf

nn 







 ；……

!
)(

)!1(
)()(')()(

)()1(1

n
fn

n
xfnxnfxfnxf n

nnnn 







 。

由未知数组(f (x), f '(x),…, f (n-1)(x))组成的线性方程组行列式是 Vandermonde 行列

式，不为 0，所以它们可以被 f (x+1),…, f (x+n), f (n)(ξ1),…, f (n)(ξn)线性表出。由于

},,2,1{,0)()(lim)(lim nttxftxtxfx
xx




 ，所以 0)(lim )( 


xfx k

x

 。

5. 设函数 f (x)∈C2(0,+∞)， 


)(lim xf
x

， )1()('' Oxf  。证明： 0)('lim 


xf
x

。
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解：设|f ''(x)|≤M 恒成立。TaylorL展开，得 2

2
)('')(')()( yfyxfxfyxf 

 。

∴ )(''
2

)]()([1)(' fyxfyxf
y

xf  。两边令 x 取上极限，得：

Myxf
x 2

|)('|lim 


。有 y 的任意性知道 0|)('|lim 


xf
x

。∴ 0|)('|lim 


xf
x

。

【造点展开法】

6. f (x)∈C2[a,b]，f ''(x)＜0， x∈[a,b]。证明： a≤x1＜…＜xn≤b，kl≥0，

且



n

i
ik

1
1，有 f (



n

i
ii xk

1
)＞



n

i
ik

1
f (xi)。

解：设 x0=


n

i
ii xk

1
，利用 Taylor 公式展开 f (xi)：

))((')()(
2

)(''))((')()( 000
2

0000 xxxfxfxxfxxxfxfxf ii
i

ii 


。

∴ )()()(')()( 0
1 1 1

000 xfxxkxfxfkxfk
n

i

n

i

n

i
iiiii   

  

。命题得证！

【综合运用】

7. (Berstein 定理)设 f 在(a,b)上任意阶可微，且对于每个 n 成立 f (n)(x)≥0。证明：

对每个 x0∈(a,b)存在 r0＞0，使得当 x∈[x0-r0,x0+r0] (a,b)时，成立







n

k

k
k

n
xx

k
xfxf

0
0

0
)(

.)(
!

)(lim)(

解：先证明：对于任意 n 阶导有 f (n)(x)≤ nr
Mn!2

。其中 M 是使得|f (x)|≤M 在区间

[x-r,x+r] (a,b)上恒成立的“界”。

TaylorL 展开得 





)!1(
)(

!
)(

!2
)('')(')()(

1)1()(2

n
rf

n
rxfrxfrxfxfrxf

nnnn 

!
)(

)!1(
)(

!
)(

!2
)('')(')()(2

)(1)1()(2

n
rxf

n
rf

n
rxfrxfrxfxfrxfM

nnnnnn





 

∴f (n)(x)≤ nr
Mn!2

成立。

再证明原命题成立。只需证 





n

k

k
k

n
xx

k
xfxfxg

0
0

0
)(

0])(
!

)()([lim)( 。

由于 |)(2| )(
)!1(

)()(
!

)()( 1

1
0

0

)1(
0

)1(

0
0

)(








 




 n

nn

k

n
n

k
k

r
xxMxx

n
fxx

k
xfxf 

。

只需取 r0＜r。此时有 x-x0＜r，当 n→+∞时，g(x)=0 成立。证毕！
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第六章 不定积分

基础概念：

积分的概念：F'(x)=f (x)，则 CxFdxxf  )()( 。

特别提醒： Cxdx
x

 ||ln1
，结尾的常数 C不要漏掉。

换元法：1)   )(  ))((  )('))(( xudxufxdxuxuf ；

2)   )(  ))((  )( tgdtgfxdxf 。

分部积分法： Cvduuvudv   。

有理函数积分：最简真分式： )1(
)(

,,
)(

, 22 








k
qpxx

BAx
qpxx

BAx
ax

A
ax

A
kk

真分式的原函数： CaxAdx
ax

A


 )ln( ； C
axk

Adx
ax

A
kk 




 1)(
1

1)(
；

dx
pqpx

ApBdx
qpxx

pxAdx
qpxx

ApBApAx
dx

qpxx
BAx

  
















)
4

()
2

(

1)
2

(2
2

)
2

(
2

2
2

222

C
pq

px

pq

ApBqpxxA








 )

4

2arctan(

4

1)
2

()ln(
2 22

2 ；

dx
qpxx

BAx
k 


)( 2 利用同样方法与分部积分知识写递推式。(注：Ik写出来的是 Ik

与 Ik+1的关系)

三角函数有理式积分：简化成有理函数积分：

2
tan1

2
tan1

cos,

2
tan1

2
tan2

sin
2

2

2 x

x

xx

x

x






 。

C
a
xdx

xa



 arcsin1

22
；

Caxxdx
ax




 ||ln1 22

22
；

Caxxdx
ax




 ||ln1 22

22
；
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Ca
xaxax

dxxa 


 2

arcsin222

22 ；

Caxxaaxxdxax 


 2
||ln 22222

22 ；

Caxxaaxxdxax 


 2
||ln 22222

22 ；

典型例题：

类型 1：凑微法

1. 求   )2( 3xx
dx

。

解： C
x

xdx
xxxx

dx
xx
dx











  2

ln
6
1

2
11

6
1

)2(3
1

)2( 3

3
3

3333

3

3 。

2. 求  





2
3

)2(2
2

x
dx

x
x

。

解： 2)2(
4'

2
2

xx
x














，  





































 

C
x
x

x
xd

x
x

x
dx

x
x 3

2
3
1

2
3

2
2

8
3

2
2

2
2

4
1

)2(2
2

。

3. 求   dxxx 122 。

解： )
2
1(

4
1)

2
1(

2
1

2
11 22222422   xdxdxxxdxxx

= 1
242242 )

2
1ln(

16
1)

2
1(

4
1 Cxxxxxx 

= )
16

2ln(     )1ln(
16
11)12(

8
1

1
2222  CCCxxxxx

= Cxxxxx  )1ln(
8
11)12(

8
1 222

类型 2：分部积分法

1. 求 


 dx
xx

xe x

2

2

1)1(
)2(

。

解：   






















 dx
xx

ede
x
xdx

x
xedx

xx
exedx

xx
xe x

xx
xxx

22

2

2

2

1)1(1
1

1
1

1)1(
)1(

1)1(
)2(

x
xedx

xx
e

x
xde

x
xe x

x
xx















  1
1

1)1(1
1

1
1

2
。
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类型 3：大换元法

1. 求  dxxtan 。

解：法 1：  
   du

u
uuuddxx xu

4

2
2tan

1
2arctantan 。

记 du
u

Jdu
u

uI   



 44

2

1
1,

1
。则

1
22

2

2

4

2

)
2

1

arctan(
2

1)1(
2)1(

1
1

11

1
1 Cu

u

u
ud

u
u

du
u

u

udu
u
uJI 















  ；

2
2

2
2

2

4

2

21

21

ln
22

1)1(
2)1(

1
1

11

1
1 C

u
u

u
u

u
ud

u
u

du

u
u

udu
u
uJI 

















  ；

∴ C

u
u

u
u

u
u

I 








21

21

ln
24

1)
2

1

arctan(
22

1
。将 xu tan 代回：

∴  dxxtan = C
xx
xx

x
x








1tan2tan
1tan2tanln

24
1)

tan2
1tanarctan(

22
1

。

法 2：记   dxxQdxxP cot,tan 。则










2)cos(sin1
)cos(sin2

cossin2
cossin2cottan

xx
xxddx

xx
xxdxxxQP

1)cosarcsin(sin2 Cxx  ；

 








1)cos(sin
)cos(sin2

cossin2
sincos2cottan

2xx
xxddx

xx
xxdxxxQP

= 22
2 |2sincossin|ln2|1)cos(sincossin|ln2 CxxxCxxxx 

∴ CxxxxxPdxx  |2sincossin|ln
2

1)cosarcsin(sin
2

1tan 。

2. 求 
 12 xxx

dx 。

解： du
u
u

u
du

uu
uu

u
u

ud

xxx
dx xxxu  










 



22
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12
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2
3)12ln(

2
3ln2

)12(
3

12
32 2 







  u
uu

u
du

u
du

u
du

。将 u 代回：

∴
2144

3|1122|ln
2
3|1|ln2

1 2

22

2 



 xxx

xxxxxx
xxx

dx 。

类型 4：待定系数法

1. 求   dxexx xarctan2)( 。

解：     dueuudueuudxexx uuxux arctan2322arctan22arctan2 )(2)()( 。

设 的多项式函数。是关于，其中 uueufdueuu uu arctan2arctan232 )()( 

则 。，即 5432232
2 )(2)(')1(

1
)(2)(' uuuuufufuuu

u
ufuf 




设 。，则 12
2

3
3
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2

2
3

3
4

4 234)(')( auauauaufauauauauauf 

则  23
3
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4

43
5

4
2 23()224()23(4)(2)(')1( aauaaauaauaufufu

。2345
0112

2
1 )2()22() uuuuaauaaua 
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2
1

2
1

2
1

4
1

01234  aaaaa

∴ 。xx exxxxxdxexx arctan22arctan2 )
2
1

2
1()( 


