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第七章 定积分

7.1 定积分的概念与微积分基本定理

Riemann和：函数 f (x)在[a,b]上进行分割：a=x0＜x1＜…＜xn=b，

记 xi=xi-xi-1，λ( )=max{ xi}。每个小区间任取 i 作 Riemann和



n

i
ii xf

1

)( 。

定积分：f (x)在[a,b]上的 Riemann和存在不依赖于和 i 的极限 I（λ( )→0），

记 I= 
b

a
dxxf )( 。同时称 f (x) Riemann可积，记 f (x)∈R [a,b]。

几何意义：与 x轴围成曲边梯形的矢量面积。

Newton-Leibniz：if f (x)∈R [a,b] and f (x) primitive function is F(x)，then

)()()( aFbFdxxf
b

a
 。（Lagrange证明，沟通原函数导函数的桥梁）

粗细分： ' 的所有分点都是 '' 的分点，称 '' 是 ' 的细分， ' 是 '' 的粗分，记

'  '' 。

7.2 可积性问题

可积性：连续函数可积；可积函数有界。

Darboux和：对区间[xi-1,xi]，取 Mi=sup{f (x)}，mi=inf{f (x)}，

作 Darboux大和 
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When λ( ) is becoming smaller, )(S )(S don’t differ much.（if limit I exists）

振幅：Defineωi=Mi-mi=sup{|f (x’)-f (x’’ )|}，x’,x’’∈[xi-1,xi]。

 '  '' ，we can say )'()''(  SS ， )'()''(  SS ，即细分使大不增小不减。

 ' and '' ，we can say )''()'(  SS ，即Darboux 小≤Darboux大。

上下积分：Define )}({inf)( 
 Sdxxf

b

a
(上积分)， )}({sup)( 


 Sdxxf
b

a
(下积分)。

Darboux定理：f (x)有界，则 dxxfS
b

a
)()(lim

0)( 


， dxxfS
b

a
)()(lim

0)( 


。

有界函数可积的充要条件是其上下积分相等。

类似地，我们得到三个等价命题：f (x)∈R [a,b] 
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  its ..,,0,0 的小区间[xi-1,xi]总长度≤ 。

重要结论：有界且只有有限个间断点的函数；单调函数 Riemann 可积。

Lebesgue定理：有界函数 f (x)在[a,b]上可积的充要条件是

.,  )'','(..),,2,1)('','(,0
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7.3 定积分的性质

线性性： andbaRxgxfRbaRxgxf ],,[)()(,],,[)(),(  

  
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  。

绝对值不等式：  
b

a

b

a
dxxfdxxfandbaRxfbaRxf |)(||)(|],,[|)(|],[)( 。

可加性： ],[)(  ],[)(],[)( , bcRxfandcaRxfbaRxfthenbca  ；

  
b

a

b

c

c

a
dxxfdxxfdxxfthenbaRxf )()()(  ],,[)( 。

保序性：  
b

a

b

a
dxxgdxxfxgxfbaRxgxf )()()()(],,[)(),( 。

乘积性： ],[)()(],[)(),( baRxgxfbaRxgxf  。

Approximation of Step Functions and Continuous (Piecewise Linear) Functions：

.|)()(|..),( ..,0],,[)(   
b

a
dxxhxftsxhFSbaRxf

.|)()(|..),( ..,0],,[)(   
b

a
dxxgxftsxgFCbaRxf

特别地，我们提供一个很重要但课本上并没有以定理形式给出的积分性质：

任何的可积函数 f (x)必有连续点；它的任意子区间可积，从而任意子区间必有连

续点；换言而之，回到 Lebesgue 定理：可积函数在区间上几乎处处连续。

7.4 原函数的存在性与定积分的计算

变限积分： 
x

a
dttfxFbaRxf )()(],,[)( 令 。称 F(x)是 f (x)的一个变上限积分。

定理： )()('],,[)(],[)(];,[)(],[)( xfxFbaDxFbaCxfbaCxFbaRxf  且 。

（第二点说明连续函数总有原函数；亦说明 F(x)在 f (x)连续处可导）

（第二点反过来不一定成立：改变连续函数有限个点的值，变限积分不变，导数

不再相等）

注:1：即使一个函数有原函数，也不一定是可积的！！！！！（无界情形）

注 2： )()( xfdttf
dx
d x

a
 。（看清楚是对谁的导数！）

注 3：  
)(

)('))(()(
x

a
xxfdttf

dx
d 

 。（复合函数求导链式法则）

注 4： )('))(()('))(())()(()(
)( )()(

)(
xuxufxvxvfdttfdttf

dx
ddttf

dx
d xv

a

xu

a

xv

xu
   。

换元积分法：  



 dtttfdxxf

b

a
)('))(()( ，其中 ],[)('],,[)(  CtbaCxf  且

φ(α)=a,φ(β)=b。（同时换上下限，两个方向都可使用）

重要结论：  
 
00

)(sin
2

)(sin dxxfdxxxf ；分部积分法：  
b

a

b
a

b

a
vduuvudv | 。
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7.5 定积分中值定理

第一中值定理： 
b

a
dxxgxftsthenbaRxgbaCxf )()(..,],[)(],,[)( ，且不变号 =


b

a
dxxgf )()( 。（证明：连续函数介质性质；应用：进行极限估计）

带积分余项的 Taylor公式：  2
0

0
000 )(

!2
)(''))((')()( xxxfxxxfxfxf

  x

x

nn
n

n
n

dttxtf
n

defRxx
n
xf

0

))((
!

1  )(
!

)( )1(
0

0
)(

。

带 Cauchy余项的 Taylor 公式：  2
0

0
000 )(

!2
)(''))((')()( xxxfxxxfxfxf

)())((
!

1)(
!

)(
0

)1(
0

0
)(

xxxf
n

xx
n
xf nnn

n

   ，其中 ),( 0 xx 。

第二中值定理：g(x)∈R[a,b]；

(1)  
bb

a
dxxgbfdxxgxftsbathenxfxf

1

)()()()(..],[,0)( and)( if 1 
 ；

(2)  
2 )()()()(..],[,0)( and)( if 2




a

b

a
dxxgafdxxgxftsbathenxfxf ；

(3)  
b

a

b

a
dxxgbfdxxgafdxxgxftsbathenxfxf




 )()()()()()(..],[,)(or )( if 。

Abel变换：设α1,…,αn,β1,…,βn是两组数， 
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广义分部积分公式： thendttgxGdttfxFbaRxgxf
x

a

x

a
,)()(,)()(],,[)(),(  

 
b

a

b
a

b

a
dxxfxGxGxFdxxgxF )()(|)()()()( 。

定积分的 Holder不等式： 111,])([])([)()(
11

  qp
dxxgdxxfdxxgxf qb

a

qpb

a

pb

a
。

类似不等式可得其它定积分形式。利用定积分极限定义证之即可。

7.6 定积分在几何学中的应用

Young不等式：y=f(x)在[0,+∞)严格↑C，f(0)=0，则 ab≤ 
a

dxxf
0

)(  b
dyyf

0

1 )( 。

计算面积：∫ydx；-∫y(t)dx(t)；  dr 2

2
1 。

计算周长： dyxdxy 22 )'(1/)'(1  ； dttytx  22 )]('[)]('[ ；  drr  22 )]('[)]([

计算体积：∫S(x)dx；
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计算旋转体侧面积： dttytxtydxyy  222 )]('[)]('[)(/)'(12 （绕 x轴旋转）

极坐标形式：  drrr  22 )]('[)]([sin)(2

tips：以参数方程形式计算时，注意前后曲线必须闭合和曲线类型(X 型 or Y 型)，
选取合适的 dx或者 dy 防止出错。对于各类方程求解体积面积类，注意其几何意

义的差异，防止乱套公式的现象产生。

7.7定积分在物理学中的应用

Guldin第一定理：一条曲线绕 x轴旋转一周得到旋转体的侧面积，等于曲线长度

与质心绕 x轴旋转一周的周长的乘积。

Guldin第二定理：一个平面图形绕 x轴旋转一周得到旋转体的体积，等于这个图

形的面积与质心绕 x轴旋转一周的周长的乘积。

tips：学会改写定积分，将 f(x)的 x改为带参数的形式。

第八章 广义积分

8.1 无穷积分的基本概念与性质

无穷积分：无穷区间上的有界函数；瑕积分：有穷区间上的无界函数

无穷积分：f(x)在[a,+∞)上有定义，且 f(x)∈R[a,b]， b＞a。如果极限 

b

ab
dxxf )(lim

存在，则称其值为 f(x)在[a,+∞)上的广义积分，记为 


a
dxxf )( 。

同理有  


b

aa

b
dxxfdxxf )(lim)( ，  






b

cb

c

aa
dxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)( 。

定理：设 f(x)在[a,+∞)上有定义，且 f(x)∈R[a,b]， b＞a。又设φ(t)在[α,β)上连续

可微且严格单调上升，φ(α)=a，φ(β)=+∞，则 


a
dxxf )( 与 




 dtttf )('))(( 同敛散

性，且收敛时值相等。

其余情况类似成立。
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Cauchy主值积分： 



 dxxfPVdxxf

a

aa
)(..)(lim

8.2 无穷积分敛散性的判别法

Cauchy收敛准则：

  


|)(|",'..,,0 )(
"

'

x

xa
dxxfMxxtsaMdxxf 都有收敛 。

定义： 


aaaa
dxxfdxxfdxxfdxxf |)(|,)(;)(, |)(| 但收敛绝对收敛则称收敛 不

收敛，则称 条件收敛


a
dxxf )( 。

定理：绝对收敛的无穷积分也收敛。

定理：f(x)≥0，x∈[a,+∞)，且 f(x)∈R[a,b]， b＞a。则 


a
dxxf )( 收敛 

x

a
dttf )(

有界。

比较判别法：设 f(x)≥0，x∈[a,+∞)，且 f(x)∈R[a,b]， b＞a。如果存在 c＞0，

M＞a，使得 f(x)≤cg(x)(暗示 g(x)≥0)， x＞M(从某位置开始)。则：

(1) 收敛收敛 



aa

dxxfdxxg )()( ；(2) 发散发散 



aa

dxxgdxxf )()( 。

极限形式的比较判别法：f(x)≤cg(x)可改写为 l
xg
xf

x


 )(
)(lim ：  l0 同敛散性；

0l 有上上述结论； l 可将 f(x)和 g(x)颠倒。

Dirichlet判别法：设 f(x),g(x)于[a,+∞)上定义，且满足：

(1)f(x)∈R[a,b]， b＞a，且M＞0，s.t. abMdxxf
b

a
 ,|)(| (变上限积分有界)

(2)g(x)在[a,+∞)上单调且趋于 0 (单调趋于 0)

则无穷积分 


a
dxxgxf )()( 收敛。

Abel判别法：设 f(x),g(x)于[a,+∞)上定义，且满足：

(1)f(x)∈R[a,b]， b＞a，且 
b

a
dxxf )( 收敛 (变上限积分收敛/无穷积分存在)

(2)g(x)在[a,+∞)上单调有界 (单调有界)

则无穷积分 


a
dxxgxf )()( 收敛。

tips：Taylor 展开

一个可以用作定理的例题：f(x)单调，g(x)连续，不恒为 0 的周期函数。则

收敛收敛  |)(|)( )( 



aa

dxxgxfdxxf 。

8.3 瑕积分

定义：设-∞＜a＜+∞， f(x)在 (a,b]上有定义，x→a+0 的过程中， f(x)无界；

f(x)∈R[a+δ,b]， δ＞0。则称 
b

a
dxxf )( 为一个瑕积分，x=a 称为 f(x)的一个瑕点。
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如果  

b

a
dxxf


)(lim

00
存在，则称 

b

a
dxxf )( 收敛，极限值称为瑕积分的值。

以下所有公式默认 b为瑕点。

Cauchy准则：
b

a
dxxf )( 收敛 




 




|)(|,0..,0,0 1

2
21

b

b
dxxfts 都有 。

比较判别法：f(x),g(x)非负，且 c＞0，δ0＞0，使得 f(x)≤cg(x)， x∈(b-δ0,b)。

则：1° 
b

a
dxxf )( 发散必有 

b

a
dxxg )( 发散；2° 

b

a
dxxg )( 收敛必有 

b

a
dxxf )( 收敛。

极限形式：改成 l
xg
xf

bx


 )(
)(lim

0
。1° l≠0：同敛散性；2° l = 0： 

b

a
dxxf )( 发散必

有 
b

a
dxxg )( 发散， 

b

a
dxxg )( 收敛必有 

b

a
dxxf )( 收敛。

Dirichlet判别法：（1）f(x)变上限积分有界；(2)g(x)单调趋于 0；
Abel判别法：（1）f(x)变上限积分收敛；(2)g(x)单调有界。

tips：裂开函数；sinx 化 cosx 观察对称性

Beta函数：   
1

0

11 )1(),( dxxxqpB qp 在 0,0  qp 时收敛。

余元公式：



p

ppB
sin

)1,(  。

























1sin

1)1,11(1)1(1  
1

1  
1

1

0

111

0 
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第九章 数项级数

9.1 数项级数的基本概念

定义：设{an}为一个序列，称


1n
na 为一个(数项)级数。其中 an称为级数的通项，

称 SN=


N

n
na

1
为级数



1n
na 的(前 N 项)部分和，称{SN}为级数



1n
na 的部分和序列。

如果 NN
S


lim 存在，则称级数



1n
na 收敛，并定义此极限值为级数的值。如果 NN

S


lim

不存在，则称级数


1n
na 发散。

性质：1. 改变数项级数有限项之后得到的新级数与原来级数的敛散性相同；

2. 级数与非零倍数级数敛散性相同； 3. 收敛级数的和具有线性性；

4. 级数收敛，则通项必趋于 0；
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5. Cauchy准则：


1n
na 收敛   



||  ..,,0
1

m

mk
kaNmntsN 时N ；

6. 收敛级数顺向可括：设级数


1n
na 收敛，其和为 S，{nk}是自然数的一个子列，

令 


 


1

1

0
,0

k

k

n

ni
ikn aAa ，则级数



1k
kA 收敛，其和也为 S。(收敛列的任一子列收敛

到同一极限；而子列收敛不一定导致原数列收敛)
9.2 正 ding项 hao 级数

定义：若在级数


1n
na 中，有 an≥0 恒成立，则称



1n
na 为一个正项级数。

定理：正项级数


1n
na 收敛 {SN}有界；如果



1n
na 发散，则一定发散到+∞。

比较判别法：


1n
na ,



1n
nb 为两个正项级数，若 NncbaNc nn  ,,,0 使得N ：

1°


1n
na 发散



1n
nb 发散；2°



1n
nb 收敛



1n
na 收敛。

极限形式的比较判别法：


1n
na ,



1n
nb 为两个正项级数，且 l

a
b

n

n

n



lim 。则：

1°0＜ l＜+∞时，


1n
na 与



1n
nb 同敛散；

2° l =0，


1n
na 收敛



1n
nb 收敛；2°



1n
nb 发散



1n
na 发散。

定理：{an}是单调递减数列，


1n
na 收敛 0lim 

 nn
na 。

D'Alembert判别法：设 an＞0，且 l
a
a

n

n

n




1lim ，则： 待定。发散收敛 1,1,1  lll

或者： 收敛1lim 1 


l

a
a

n

n

n
； 发散1lim 1 


l

a
a

n

n

n
。

Cauchy判别法：设 an＞0，且 ran
nn



lim ，则： 待定。发散收敛 1,1,1  rrr
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推广形式的比较判别法：设 an,bn＞0，且
n

n

n

n

b
b

a
a 11   ，则：

1°


1n
na 发散



1n
nb 发散；2°



1n
nb 收敛



1n
na 收敛

Raabe判别法：an＞0，则 发散收敛； 11 lim   11 lim
11
























r

a
anr

a
an

n

n

n
n

n

n
。

可代替条件： 发散














11

  ,11,  ,
i

n
n

n athen
a
anNnwhileN N 。

积分判别法： )(),1[)( nfaxf n  上单调,在设函数 ，则


1n
na 与 



1
)( dxxf 同敛散。

du Bois Reymond定理：对于收敛的正项级数


1n
na ，一定存在一个收敛的正项级

数


1n
nb ，使得 0lim 


n

n

n b
a

。（导出余项）

Abel定理：对于发散的正项级数


1n
na ，一定存在一个发散的正项级数



1n
nb ，使

得 


n

n

n b
alim 。（导出部分和）

9.3 任意项级数

绝对收敛：若级数


1

||
n

na 收敛，则称


1

||
n

na 绝对收敛；

条件收敛：若级数


1

||
n

na 不收敛，级数


1

||
n

na 收敛，则称级数


1n
na 条件收敛。

交错级数：设 an≥0，则称级数





1

)1(
n

n
na 为交错级数。

Leibniz判别法：设 an≥0 单调下降趋于 0，则交错级数





1

)1(
n

n
na 收敛。

Dirichlet判别法：设级数


1n
na 的部分和有界，数列{bn}单调趋于 0，则级数



1n
nnba

收敛。
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Abel 判别法：设级数


1n
na 的部分和收敛，数列{bn}单调有界，则级数



1n
nnba 收

敛。

9.4 数项级数的性质

定理：设


1n
na 满足条件：1° 0lim 

 nn
a ；2° 中顺项加长度使得






1

,
n

naN N 不

超过 N 的括号时，所得到的新级数收敛。则级数


1n
na 收敛。

定义：自然数 N 的一个重排是指定义在 N 上的一个一一对应（可逆满射）

f(n):N→N。如果 f(n)是 N 的一个重排，则称级数


1
)(

n
nfa 为级数



1n
na 的一个重排。

如果M＞0使得|f(n)-n|≤M， n∈N，则称{f(n)}为 N 的一个有界重排。

定理：设{f(n)}为 N 的一个有界重排，则


1n
na 收敛 



1
)(

n
nfa 收敛，且收敛时值

相等。

定理：收敛正项级数的任意重排仍收敛到相同的值。

定理：设


1n
na 绝对收敛，则它的任意一个重排



1
)(

n
nfa 也绝对收敛，且




1
)(

n
nfa =



1n
na 。

总结：条件收敛可以有界重排，绝对收敛可以任意重排。

Riemann定理：设


1n
na 条件收敛，则  S ，重排 f(n)使得



1
)(

n
nfa =S。

Cauchy乘积： 



1nji

jin bac ，则


1n
nc 称为



1n
na 和



1n
nb 的 Cauchy乘积。

正方形乘积： 





1

11

n

i
ni

n

j
jnn babad ，则



1n
nd 称为



1n
na 和



1n
nb 的正方形乘积。

容易看出 b
n

a
n

d
n SSS  。

定理：当


1n
na 和



1n
nb 收敛时，正方形乘积



1n
nd 收敛，并且



1n
nd =



1n
na 



1n
nb 。

定理：当


1n
na 和



1n
nb 都绝对收敛时，乘积矩阵中元素按任何顺序构成的级数都
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绝对收敛，并且和为


1n
na 



1n
nb 。

Mertens 定理：当


1n
na 和



1n
nb 收敛，且其中至少一个级数绝对收敛时，它们的

Cauchy乘积收敛，且


1n
nc =



1n
na 



1n
nb

9.5 无穷乘积

定义：设{an}为一个序列，称{an}的所有项的乘积


1n
na 为此序列的无穷乘积，称

Tn=


n

k
ka

1

为


1n
na 的前 n 项部分积，{Tn}为



1n
na 的部分积序列。

定义：如果 0lim 


aTnn
，则称无穷乘积



1n
na 收敛，并记 a=



1n
na ，称 a 为



1n
na

的值，否则称


1n
na 发散。

定理：


1n
na 收敛 1lim 

 nn
a 。

所以以后将讨论的无穷乘积写成





1

)1(
n

na 的形式，且要求|an|＜1。

定理：





1

)1(
n

na 收敛 





1

)1ln(
n

na 收敛。

推论：如果 an＞0，则





1

)1(
n

na 收敛 


1n
na 收敛。

第十章 函数序列与函数项级数

10.1 函数序列与函数项级数的基本问题

定义：设函数序列{fn(x)}中所有函数 fn(x)都在某集合 I0上有定义，则对 x0∈I0，
{fn(x0)}是一个数列。若此数列收敛，则称函数列{fn(x)}在 x=x0点收敛，x=x0点称为

函数列{fn(x)}的一个收敛点。函数列{fn(x)}的所有收敛点的集合称为它的收敛域。

若{fn(x)}的收敛域 I≠0，则函数列{fn(x)}在 I 上的每一个点 x 有一个收敛值。从而

这些极限值定义了 I 上的一个函数 f(x)，称为{fn(x)}在 I 上的极限函数。
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定义：设函数序列{un(x)}n=1∞
中所有函数 un(x)都在某集合 I0 上有定义，则对

 x0∈I0，


1
0 )(

n
n xu 是一个级数。若此级数收敛，则称函数项级数



1

)(
n

n xu 在 x0

点收敛，x0点称为函数项级数


1

)(
n

n xu 的一个收敛点。函数项级数


1

)(
n

n xu 的所

有收敛点的集合称为它的收敛域。若


1

)(
n

n xu 的收敛域 I≠0，则


1

)(
n

n xu 在 I 上的

每一个点 x 都有一个收敛值，从而这些极限值定义了 I 上的一个函数 u(x)，称为

函数项级数的和函数。对于函数项级数，也可以用部分和序列 Sn(x)的极限来定义

和函数，即 )(lim)(
1

xSxu nnn
n 





 。

10.2 一致收敛的概念

定义：f(x),fn(x),n∈N 为定义在 I 上的函数，若对 0 ， NN s.t.|fn(x)-f(x)|＜ ，

Ix ，则称{fn(x)}在 I 上一致收敛于 f(x)，记作 )()( xfxfn

 ，x∈I。

类似定义函数项级数的一致收敛。

定理：设 Ixxfxfnn



),()(lim 。若存在满足条件 0lim 

 nn
a 的数列 an 使得

|fn(x)-f(x)|≤an， N nIx , ，则 )()( xfxfn

 。

定理：设 Ixxfxfnn



),()(lim 。若 ,,,00 N nIxn s.t. 0|)()(|  nnn xfxf ，

则 | )()( xfxfn

 。

类似定义函数项级数的不一致收敛。

命题：一致收敛的函数在任何子区间上一致收敛。

命题： Ixxgxgxfxf nn 



 ),()(),()( )()()()(,, xgxfxgxf nn   

R 。

注：两个一致收敛的函数列的乘积不一定一致收敛。

定义：设{fn(x)}为定义在 I 上的函数列，若M＞0 使得|fn(x)|≤M， x∈I， n∈N，
则称{fn(x)}在 I 上一致有界。

命题： )}()}{({  ),()(),()( xgxfwithIxxgxgxfxf nnnn 



 一致有界，则 fn(x)gn(x)在

I 上一致收敛于 f(x)g(x)。
10.3 函数序列与函数项级数一致收敛的判别法

一致 Cauchy 准则：设{fn(x)}是定义在 I 上的函数列，则{fn(x)}在 I 上一致收敛的充

分必要条件是： IxNmnxfxftsN mn  ,,,|)()(|..,,0  。

定理：设


1

)(
n

n xu 是定义在 I 上的函数项级数，则


1

)(
n

n xu 在 I 上一致收敛的充分



12

必要条件是： IxNmnxutsN
n

mk
k  



,,|)(|..,,0
1

 。

推论：设


1

)(
n

n xu 是定义在 I 上的函数项级数，若


1

)(
n

n xu 在 I 上一致收敛，则

Ixxun 
 ,0)( 。

最值判别法：设{fn(x)}在 I 上有定义，则 )()( xfxfn

  0)}()(sup{lim 


xfxfnn

。

定义：设


1

)(
n

n xu 是定义在 I 上的函数项级数，若


1

|)(|
n

n xu 在 I 上一致收敛，则

称


1

)(
n

n xu 在 I 上绝对一致收敛。

M-判别法：设


1

)(
n

n xu 在 I 上有定义，若存在正数列{Mn}使得 nn Mxu |)(| ，并且




1n
nM 收敛，则



1

)(
n

n xu 在 I 上绝对一致收敛。

Dirichlet判别法：设函数序列 un(x),vn(x)在 I 上有定义，并且满足以下条件：

（1）


1

)(
n

n xu 的部分和序列在 I 上一致有界；

（2）对每个 x∈I，{vn(x)}关于 n单调一致收敛于 0；

则


1

)()(
n

nn xvxu 在 I 上一致收敛。

Abel判别法：设函数序列 un(x),vn(x)在 I 上有定义，并且满足以下条件：

（1）


1

)(
n

n xu 在 I 上一致收敛；

（2）对每个 x∈I，{vn(x)}关于 n单调一致有界；

则


1

)()(
n

nn xvxu 在 I 上一致收敛。

注：不可以使用类似方法，通过 Dirichlet证明 Abel，这是因为{vn(x)}关于 n 单调

一致有界导致的收敛不一定是一致收敛。

10.4 一致收敛的函数序列和函数项级数

定理：设 fn(x)∈C[a,b]，且 )()( xfxfn

 ，x∈[a,b]，则 f(x)∈C[a,b]。
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定理：设 un(x)∈C[a,b]，且


1

)(
n

n xu 在[a,b]一致收敛，则


1

)(
n

n xu ∈C[a,b]。

定义：设函数列 fn(x),n=1,2,3,…定义在 I 上，若 x0∈I，  ＞0 s.t.fn(x)在 V(x0, )
∩I 上一致收敛，则称 fn(x)于 I 上局部一致收敛。

定义：设{fn(x)}在区间 I上有定义，若 [a,b] I(a,b不为区间 I的端点)，{fn(x)}在[a,b]
一致收敛，则称 fn(x)在 I 内闭一致连续。

注：对开区间 I 来说，内闭一致收敛等价于局部一致收敛。

推论：设 fn(x)∈C(a,b),n=1,2,3,…且 {fn(x)}在 (a,b)内闭一致收敛于 f(x)，则

f(x)∈C(a,b)。
命题：闭区间上一致收敛的连续函数序列一致有界。

Dini定理：设 fn(x)∈C[a,b],n∈N；fn(x)≤fn+1(x), x∈[a,b]； )()(lim xfxfnn



，则

f(x)∈C[a,b] )()( xfxfn

 ，x∈[a,b]。

定义：设{fn(x)}是定义在区间 I上的函数列，若   |)''()'(|..,0,0 xfxfts nn

 |'''| '',', xxwithIxxNn ，则称函数列{fn(x)}在区间 I 上等度连续。

定理：设{fn(x)}在[a,b]上一致收敛，若 fn(x)∈C[a,b],n=1,2,3,…，则{fn(x)}在[a,b]等
度连续。

定理：设{fn(x)}在[a,b]等度连续，且 )()(lim xfxfnn



，x∈[a,b]，则 )()( xfxfn


 。

定理：设 fn(x)∈R[a,b],n=1,2,3,…，且 )()( xfxfn

 ，x∈[a,b]，则 f(x)∈R[a,b]，且

 


b

a

b

a nn

b

a nn
dxxfdxxfdxxf )()(lim)(lim 。

定理：设 fn(x)∈D[a,b]，且 


)(lim.. ],[ 00 xftsbax nn
， )()(' xgxfn


 ，则：

1°存在[a,b]上的函数 f(x) s.t. )()( xfxfn

 ；

2°f(x)∈D[a,b]且 f'(x)=g(x)，即 ))'(lim()('lim xfxf nnnn 
 。

第十一章 幂级数

11.1 幂级数的收敛半径与收敛域

定义：形如





0

0 )(
n

n
n xxa 的函数项级数称为幂级数。下面针对



0n

n
nxa 讨论。

定理：设幂级数Σanxn在 x0≠0 点收敛，则它在(-|x0|,|x0|)内闭绝对一致收敛。

定义 R=sup{|x||Σanxn收敛}，则Σanxn在(-R,R)上收敛，且在 R\[-R,R]上发散，并且

Σanxn于(-R,R)内闭绝对一致收敛。称 R 为幂级数Σanxn的收敛半径。

定理：对幂级数Σanxn，记 p= n
nn
a


lim ，则Σanxn的收敛半径 R=1/p∈[0,+∞]。
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定理：设 p
a
a

n

n

n



||lim 1 ，则Σanxn的收敛半径 R=1/p∈[0,+∞]。

11.2 幂级数的性质

定理：设幂级数Σanxn的收敛半径为 R＞0，则Σanxn在收敛域 I 的任何闭子区间上

一致收敛。

推论：设幂级数Σanxn的收敛半径为 R＞0，则

1°ΣanRn收敛时，则 










000

lim
n

n
n

n

n
nRx

Raxa ；

2°Σan(-R)n收敛时，则 










000

)(lim
n

n
n

n

n
nRx

Raxa 。

推论：幂级数Σanxn在收敛域内连续。

定理：设Σanxn的收敛半径为 R＞0，收敛域为 I，则

 





2

1

)(,,
0

21

t

t
n

n
n dxxaItt = 



0

2

1n

t

t

n
n dxxa 。（一致收敛函数性质）

定理：设幂级数 f(x)=Σanxn的收敛半径为 R＞0，则 x∈(-R,R)，f(x)在 x处具有任

意阶导数，且 f(k)(x)＝逐项求导之和。

11.3 初等函数的幂级数展开

定义：设函数 f(x)在 x=0 处具有任意阶导数，则称幂级数


0

)(

! 
)0(

n

n
n

x
n

f
为 f(x)对应

的 Taylor 级数，记为 f(x) ~


0

)(

! 
)0(

n

n
n

x
n

f
。如果



0

)(

! 
)0(

n

n
n

x
n

f
的收敛半径 R＞0 且在

收敛区域内，f(x)=


0

)(

! 
)0(

n

n
n

x
n

f
，则称 f(x)在 x=0 可展开为幂级数（Taylor展开，

实解析）。如果在收敛域内


0

)(

! 
)0(

n

n
n

x
n

f
≠f(x)，则称 f(x)不能在 x=0 处 Taylor 展开。

本节主要讨论对余项 0]
!

)0()([lim
0






n

k

k
k

n
x

k
fxf 的估计。

积分余项：  x

x

nn dttxtf
n 0

))((
!

1 )1(

广义二项式公式：





















 



 0],1,1[
01],1,1(

1),1,1(
,)1(

0 





x
x
x

x
n

x
n

n 。

11.4 连续函数的多项式逼近

定义：设函数在区间 I 上有定义，如果    |)()(|..),(,0 xPxftsxP多项式 ，
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Ix ，则称 f(x)在 I 上可被多项式逼近。 )()( xfxPn

 ，从而 f(x)必连续。

命题：设 f(x)在(a,b)为有限区间，如果 f(x)在(a,b)可被多项式逼近，则 f(x)可以连

续延拓到[a,b]。

定义：设 f(x)在[0,1]上有定义，称多项式 Bn(f,x)=



n

k

knkk
n xxC

n
kf

0

)1()( 为 f(x)的 n

阶 Bernstein多项式。

Weierstrauss 定理：如果 f(x)∈C[a,b]，则 f(x)于[a,b]可被多项式逼近。

第十二章 傅里叶级数

12.1 函数的傅里叶级数

定义：形如 





1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
的函数项级数称为三角级数。

设三角级数 





1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
在[-π,π]上一致收敛，记其和函数为 f(x)，

则 f(x)= 





1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
，x∈[-π,π]，则 f(x)∈C[-π,π]。事实上，由周期

性，f(x)∈C(R)，且 f(x)=f(x+2π)。

Euler-Fourier 公式： 



nxdxxfan cos)(1

， 



nxdxxfbn sin)(1

。

定义：设 f(x)为 2π为周期且 f(x)∈R[-π,π]，则按照 Euler-Fourier 公式可得一列数

{a0,an,bn}，称为 f(x)所对应的 Fourier 系数，由此而得的三角级数称为 f(x)所对应

的 Fourier级数，记为 f(x) ~ 





1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
。

定理：设 f(x)∈C(R)(定义域已给定)，f(x)=f(x+2π)(注意：周期已给定)，f(x)的 Fourier
系数全为 0，则 f(x)=0，x∈R。
如果函数是 2T周期的，即 f(x)=f(x+2T)，则


T

Tn xdx
T
nxf

T
a cos)(1

， 
T

Tn xdx
T
nxf

T
b sin)(1

。

事实上， }sin,cos,1{ x
T
nx

T
n 

是 2T周期函数的正交三角函数系。

定义：对定义于[0,T]上的函数 f(x)，作 xdx
T
nxf

T
b

T

n 
0

sin)(2 
，所得的级数

x
T
nb

n
n



1

sin 
称为 f(x)对应的正弦级数。

定义：对定义于[0,T]上的函数 f(x)，作 xdx
T
nxf

T
a

T

n 
0

cos)(2 
，所得的级数
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x
T
naa

n
n






1

0 cos
2


称为 f(x)对应的余弦级数。

12.2 傅里叶级数的敛散性

若 f(x)为 2π周期函数且 f(x)∈R[-π,π]，则 f(x)的 Fourier级数的部分和为








0

2
sin2

)
2
1sin(

)]()([)( dtt

tn
txftxfxSn 。称

2
sin2

)
2
1sin(

)( t

tn
tDn




 为 Dirichlet 核，

其满足 1)(,
2
1

0
  






dttDdtD nn 。

对任意确定的 x0∈[-π,π]， 000
1

00
0 )(lim)sincos(

2
 






 xSnxbnxaa

nnn
nn

)(  0)()]()([ 00 00   ndttDtxftxf n 


)(  0)(}2)]()({[
0 000   ndttDtxftxf n




)(  0)
2
1sin(

2
sin2

2)()(
0

000 


  ntdtnt
txftxf





定义：设 f(x)∈R[a,b]或者 f(x)在[a,b]具有有限个瑕点，在不含瑕点的任何闭区间

上 Riemann可积，并且|f(x)|在[a,b]在[a,b]作为瑕积分是收敛的，此时称 f(x)在[a,b]
至多有有限个瑕点且绝对可积。

Riemann-Lebesgue引理：设 f(x)在[a,b]至多有有限个瑕点且绝对可积，则

0cos)(limsin)(lim   

b

a

b

a
xdxxfxdxxf 


。

引理：设 f(x)在[0,t]上至多有有限个瑕点且绝对可积，则 


t
dttft

tn

0
)(

2
sin2

)
2
1sin(

与




t
dttf

t

tn

0
)(

)
2
1sin(

在 n→+∞时同敛散，且收敛时极限相等。

Riemann局部化定理：设 2π周期函数 f(x)在[-π,π]至多有有限个瑕点且绝对可积，

则 f(x)对应的 Fourier 级数在 x0∈[-π,π]的收敛性只与 f(x)在(x0-δ,x0+δ)的值有关，其

中δ＞0是任意确定的正数。

Dini定理：设 f(x)是 2π周期函数，在[-π,π]上至多有有限个瑕点且绝对可积，对任

意确定的 x∈[-π,π]，若存在δ＞0，η0∈R，使得 



 
0

0 |2)()(| dt
t

txftxf

(Dini条件)，则 0
1

0 )sincos(
2




n
nn nxbnxaa

。

定义：设 f(x)在[a,b]有定义，若存在[a,b]的分化 :a=x0＜x1＜…＜xn=b 使得 f(x)仅
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以 xi为第一类间断点，且在 xi处存在广义单侧导数，即

)(')0()(lim
00 i

ii

h
xfdef

h
xfhxf




， )(')0()(lim

00 i
ii

h
xfdef

h
xfhxf




存在，而

当 x∈(xi-1,xi)时 f'(x)存在，则称 f(x)于[a,b]分段可微。

定理：设 f(x)是 2π周期函数，在[-π,π]上分段可微，则 f(x)的 Fourier级数处处收敛

到
2

)0()0(  xfxf
。即 






1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
=

2
)0()0(  xfxf
，任意

x∈[-π,π]。
Lipschitz定理：设 f(x)是 2π周期函数，在[-π,π]上至多有有限个瑕点且绝对可积，

若 f(x)在 x0点局部满足α阶 Holder 连续性，即 0,0,0  L ，s.t.|f(x0+t)-f(x0)|

≤L|t|α，则 f(x)的 Fourier级数在 x0点收敛到 f(x0)。
Dirichlet定理：设 f(x)是 2π周期函数，在[-π,π]上至多有有限个瑕点且绝对可积，

对任一确定的点 x0∈[-π,π]，若存在δ＞0 使得 f(x)在(x0-δ,x0)及(x0+x0+δ)分别单调，

则 f(x)的 Fourier 级数在 x0点收敛到
2

)0()0(  xfxf
。

总结：对于 2π周期函数 f(x)，在[-π,π]上至多有有限个瑕点且绝对可积的条件下。

如果 1°f(x)在[-π,,π]上分段单调；或 2°f(x)在[-π,,π]上分段可微；或 3°f(x)在[-π,,π]
上正数阶 Holder 连续，则在 f(x+0),f(x-0)都存在的点 x，有 f(x)的 Fourier 级数收敛

到
2

)0()0(  xfxf
。

注意：只有函数的连续或可积的条件不足以保证其对应的 Fourier 级数的收敛性。

12.3 傅里叶级数的其他收敛性

定义：形如
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k xbxa
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)cossin( 的函数称为 n 阶(2π周期的)三角多项式。

Weierstrass第二逼近定理：设2π周期函数 f(x)∈C(-∞,+∞)，则存在三角函数列Tn(x)=





n

k
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0 )sincos(
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 满足 NnxfxTtsN n  ,|)()(|..,0,0  。

设 f(x) ~ 
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记 



n

k
kn xS

n
xS

0

)(
1

1)( ，
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 为 Fejér核， 1)(1





dttn ，

则  



dtttxfxS nn )()(1)( ，且 )()( xfxS n 

 。

定义：设 f(x)在[a,b]内至多有有限个瑕点，f(x)在任何不包含瑕点的子区间上

Riemann可积，并且 f2(x)在[a,b]上的瑕积分是收敛的，则称 f(x)在[a,b]上平方可积。
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定义：设 f(x),fn(x),n=1,2,3…在[a,b]平方可积，并且满足 0)]()([lim 2 

b

a nn
dxxfxf ，

则称{fn(x)}在[a,b]上均方收敛于 f(x)。
Fourier 最佳逼近定理：设 f(x)在[-π,,π]上平方可积，Sn(x)表示其 Fourier 级数的部

分和序列，则对任意 n阶三角多项式 Tn(x)，成立

 








 
dxxTxfdxxSxf nn

22 )]()([
2
1)]()([

2
1

，当且仅当 )()( xTxS nn  取等号。

Bessel 不等式：若 f(x)平方可积，则  
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k
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2
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1

22
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0 。

推论：若 f(x)平方可积，则 m＞n  








 
dxxSxfdxxSxf nm

22 )]()([
2
1)]()([

2
1 。

定理：设函数 f(x)在[-π,,π]上平方可积，则对 f(x)的 Fourier 级数部分和序列{Sn(x)}，

有 0)]()([lim 2 




dxxSxf nn

。

Parseval 等式：设函数 f(x)在[-π,,π]上平方可积，则  
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2
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1

22
2
0 ，

其中 f(x) ~ 





1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
。

广义 Parseval等式：设函数 f(x),g(x)在[-π,,π]上平方可积，

f(x) ~ 





1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
，g(x) ~ 






1

0 )sincos(
2 n

nn nxnx 
，

则  









 dxxgxfbaa

n
nnnn )()(1)(

2 1

00 。

定理：设 2π周期函数 f(x)∈D[-π,π]，f'(x)∈R[-π,π]，则 f(x)的 Fourier 级数在 R 上一

致收敛到 f(x)。
定理：设 2π周期函数 f(x),f'(x)∈D[-π,π]，f''(x)∈R[-π,π]，

f(x)= 





1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
，则 f'(x)=
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)sincos(
n

nn nxnanxnb 。

定理：设 2π周期函数 f(x)∈R[-π,π]，f(x) ~ 





1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
，则
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