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1 第 1 次习题课: 定积分的基本概念与可积性

1.1 问题

1. lim
n→+∞

an
nα

= 1, α > 0, 求 lim
n→+∞

1

n1+α
(a1 + a2 + · · ·+ an).

2. 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上有界, 试证明 f(x) ∈ R[a, b] 的充要条件是: ∀ε > 0, ∃[a, b] 上满足以下条件的连续函数

g(x) 和 h(x): (1) g(x) ≤ f(x) ≤ h(x), ∀x ∈ [a, b]; (2)
ˆ b

a

[h(x)− g(x)]dx < ε.

3. 函数 g(x) ∈ R[a, b], f(u) ∈ C[A,B], 这里 A,B 分别是 g(x) 在区间 [a, b] 的上下确界. 证明 f(g(x)) ∈ R[a, b].
4. 函数 f(x) ∈ R[a, b], 证明存在点 x0 ∈ (a, b) 使得 f(x) 在 x0 处连续.

5. 函数 f(x) ∈ R[a, b], 且 ∀x ∈ [a, b] 有 f(x) > 0. 证明
ˆ b

a

f(x)dx > 0.

6. 函数 f(x) 在 R 上有定义, 且在任何有限闭区间上可积. 证明对于任意的 [a, b], lim
h→0

ˆ b

a

[f(x+ h)− f(x)]dx = 0.

7. (Hölder不等式). 非负函数 f(x), g(x) ∈ R[a, b], p, q > 1,
1

p
+
1

q
= 1. 证明

ˆ b

a

f(x)g(x)dx ≤

(ˆ b

a

fp(x)

) 1
p
(ˆ b

a

gq(x)

) 1
q

.

(编者注: 本题实际上是 ∥f∥p∥g∥q ≥ ∥fg∥1.)
[一个简单应用, 留作思考题] 0 < q ≤ p ≤ s ≤ ∞, 那么存在 θ ∈ [0, 1] 使得

1

p
=

θ

q
+

1− θ

s
. 证明 ∥f∥p ≤ ∥f∥θq∥f∥1−θ

s .

8. (Minkowski 不等式). 同上题条件, 证明
(ˆ b

a

(f + g)p(x)dx
) 1

p

≤

(ˆ b

a

fp(x)dx
) 1

p

+

(ˆ b

a

gq(x)dx
) 1

q

.

(编者注: 本题实际上是 ∥f∥p + ∥g∥p ≥ ∥f + g∥p, 这表明 Lp 空间是赋范线性空间.)
■ 自由选讲.

9. f(x) 在 [a, b] 的每一点处的极限都是 0, 证明 f(x) ∈ R[a, b] 且

ˆ b

a

f(x)dx = 0.

10. 已知 (0, 1) 上的单调函数 f(x) 满足 lim
n→+∞

n−1∑
k=1

1

n
f

(
k

n

)
存在, 问是否有 f(x) ∈ R[0, 1]?

11. 计算极限 lim
n→+∞

[1α + 3α + · · ·+ (2n+ 1)α]β+1

[2β + 4β + · · ·+ (2n)β]α+1
.

12. n ∈ N+, f(x) ∈ C[a, b],

ˆ b

a

xkf(x)dx = 0, k = 0, 1, · · · , n. 证明 f(x) 在 (a, b) 内至少有 n+ 1 个零点.

1.2 解答

1. ∀ε > 0, ∃N, ∀n > N,nα(1− ε) < an < nα(1+ ε). 从而当 n 足够大时, 1

n1+α
(1α+2α+ · · ·+Nα) < ε,

1

n1+α
(a1+a2+

· · ·+aN ) < ε,

∣∣∣∣ 1

n1+α
[(aN+1 − (N + 1)α) + · · ·+ (an − nα)]

∣∣∣∣ ≤ ε

n1+α
[(N +1)α+ · · ·+nα] ≤ ε

n1+α

n∑
i=1

iα =
ε

n

n∑
i=1

(
i

n
)α ≤

ε

ˆ 1

0

xαdx+ ε =
ε

α+ 1
+ ε ≤ 2ε. 这意味着

∣∣∣∣∣ 1

n1+α

(
n∑

i=1

ai −
n∑

i=1

iα

)∣∣∣∣∣ ≤ 4ε ⇒ 原极限 = lim
n→+∞

1

n1+α

n∑
i=1

iα =
1

α+ 1
.

2. 必要性: f(x) ∈ R[a, b] ⇒ ∀ε > 0, ∃ 分割 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b s.t.
n∑

i=1

ωi(xi − xi−1) <
ε

2
⇒ ∃ 阶梯函数

s1(x), s2(x) 满足 s1(x) ≤ f(x) ≤ s2(x) 且

ˆ b

a

[s2(x)− s1(x)]dx <
ε

2
⇒ ∃ 连续函数 g(x), h(x) 满足 g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)

且

ˆ b

a

[h(x)− g(x)] < ε.

充分性: g(x)连续,
ˆ b

a

[h(x)−g(x)]dx <
ε

4
⇒ ∃分割∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b s.t.

n∑
i=1

sup
x∈[xi−1,xi]

{h(x)−g(x)}(xi−

xi−1) <
ε

2
且

n∑
i=1

wg
i (xi−xi−1) <

ε

2
. 在此分割下,

n∑
i=1

wf
i (xi−xi−1) ≤

n∑
i=1

[
sup

x∈[xi−1,xi]

h(x)− inf
x∈[xi−1,xi]

g(x)

]
(xi−xi−1) ≤

n∑
i=1

[
sup

x∈[xi−1,xi]

{h(x)− g(x)}+ wg
i

]
(xi − xi−1) ≤

ε

2
+

ε

2
= ε.
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3. 用 Lebesgue 定理显然. 如不用 Lebesgue 定理, 则 ∀δ > 0, ∃τ > 0 s.t. ∀|x− x′| < τ, |f(x)− f(x′)| < δ. 从而 ∀ε > 0,
∃ 分割 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b s.t.

∑
wg

i >τ

(xi − xi−1) < ε. 因为 {[xi−1, xi] : w
f◦g
i > δ} ⊂ {[xi−1, xi] : w

g
i > τ}, 从

而
∑

wf◦g
i >δ

(xi − xi−1) ≤
∑
wg

i >τ

(xi − xi−1) < ε, 即 f ◦ g 可积.

4. 由 f(x) ∈ R[a, b] 知存在 [a1, b1] ⊂ (a, b), 使得 wf
[a1,b1]

< 1. 同样的道理, 由 f(x) ∈ R[a1, b1] 知存在 [a2, b2] ⊂ (a1, b1)

使得 wf
[a1,b1]

<
1

2
. 依此类推, 存在一系列闭区间套满足于 wf

[an,bn]
<

1

n
, 只需取 x0 ∈ ∩+∞

n=1[an, bn] 即可.

5. 由 4 题知存在连续点 x0 ∈ (a, b), 因此 ∃δ > 0 s.t. ∀x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] ⊂ [a, b], f(x) > f(x0)

2
. 从而

ˆ b

a

f(x)dx ≥
ˆ x0+δ

x0−δ

f(x)dx ≥ f(x0)δ > 0.

6. ∀ε > 0,存在连续函数 g(x)满足

ˆ b+1

a

|f(x)−g(x)| < ε

3
. 因此

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

[f(x+ h)− f(x)]dx
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

[f(x+ h)− g(x+ h)]dx
∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣

ˆ b

a

[g(x+ h)− g(x)]dx
∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

[g(x)− f(x)]dx
∣∣∣∣∣ ≤ 2

ˆ b+1

a

|f(x) − g(x)|dx +

ˆ b

a

|g(x + h) − g(x)|dx. 由一致连续性知

∃H > 0 s.t. ∀x, x′ ∈ [a, b+ 1], |x− x′| < H, 有 |g(x)− g(x′)| < ε

3(b− a)
. 取 h < H 知 RHS < ε. 这意味着原极限为 0.

7. WLOG
(ˆ b

a

fp(x)dx
) 1

p

=

(ˆ b

a

gq(x)dx
) 1

q

= 1, 则原命题的结论可改写为
ˆ b

a

f(x)g(x)dx ≤ 1. 由 lnx 的凹性, 我

们有 α ln a+ (1− α) ln b ≤ ln(αa+ (1− α)b) ⇔ aαb1−α ≤ αa+ (1− α)b. 令 α =
1

p
, 1− α =

1

q
, a = xp, b = yq ⇒ xy ≤

xp

p
+

yq

q
⇒
ˆ b

a

f(x)g(x)dx ≤
ˆ b

a

(
f(x)p

p
+

g(x)q

q

)
dx =

1

p
+

1

q
= 1.

(编者注: 本题也可将积分离散化后使用离散版本的 Hölder 不等式.)

8. 由 Hölder 不等式,
ˆ b

a

(f + g)pdx =

ˆ b

a

(f + g)p−1fdx+
ˆ b

a

(f + g)p−1gdx ≤

(ˆ b

a

(f + g)(p−1)qdx
) 1

q
(ˆ b

a

fpdx
) 1

p

+(ˆ b

a

(f + g)(p−1)qdx
) 1

q
(ˆ b

a

gpdx
) 1

p

=

(ˆ b

a

(f + g)pdx
) 1

q

(ˆ b

a

fpdx
) 1

p

+

(ˆ b

a

gpdx
) 1

p

. 然后消去相同因子.

9. 显然 f(x) 有界, 否则由聚点原理矛盾. 其次 ∀ε > 0, ∀x ∈ [a, b], ∃δx > 0, s.t. ω(x−δx,x+δx) < ε. 由开覆盖 ∪x∈[a,b](x−
δx, x+ δx) ⊃ [a, b], 因此存在两两无包含关系的有限子覆盖 ∪n

i=1(xi− δi, xi+ δi) ⊃ [a, b]. 不妨设 a ≤ x1 < · · · < xn ≤ b.

可取分割点 y0 = a, yi ∈ (xi − δi, xi + δi)∩ (xi+1 − δi+1, xi + δi+1), yn = b. 对于这个分割,
n∑

i=1

ωi∆xi < ε(b− a), 因此有

可积性. 由于
∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x)dx
∣∣∣∣∣ ≤
ˆ b

a

|f(x)|dx ≤
n∑

i=1

ˆ yi

yi−1

|f(x)|dx ≤ ε(b− a), 由 ε 的任意性知

ˆ b

a

f(x)dx = 0.

10. 考虑 f(x) = tan
(
πx− π

2

)
. lim

n→+∞

n−1∑
k=1

1

n
f

(
k

n

)
= 0, 但是

ˆ 1

0

f(x)dx 不存在.

11. 原式 = 2α−β

[
2
n

(
1
n

)α
+ 2

n

(
3
n

)α
+ · · ·+ 2

n

(
2n+1

n

)α]β+1[
2
n

(
2
n

)β
+ 2

n

(
4
n

)β
+ · · ·+ 2

n

(
2n
n

)β]α+1

定积分定义→ 2α−β

(´ 2

0
xαdx

)β+1

(´ 2

0
xβdx

)α+1 = 2α−β (β + 1)α+1

(α+ 1)β+1
.

12.
ˆ b

a

f(x)dx = 0 ⇒ 存在至少 1 个零点, 记为 x1.
ˆ b

a

(x− x1)f(x)dx = 0 ⇒ 存在至少 2 个零点, 记另一个为 x2. 依

此类推,
ˆ b

a

[
n∏

i=1

(x− xi)

]
f(x)dx = 0 ⇒ 存在至少 n+ 1 个零点.
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