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数学模型
主讲人：周珍楠

打字人：龚诚欣

1 前言

·变化率模型

给定初始状态，状态变量（随时间）变化；

自变量：时间

模型：状态变量关于时间的变化速率

令 x(t)=(x1(t),…,xn(t))∈Rn为状态变量，则 )( ,t
dt
d xfx

 ，x(0)=x0，f=(f1,…,fn)称为

变化率函数

·守恒律模型

偏微分方程模型

自变量：时间 t，空间 x或其他

状态变量：多元函数

考虑密度函数 u(x,t)，R×R→R，在时间 t 时，位于 X1,X2两点之间的质量

m= 
2

1

),(
x

x
dxtxu ；若忽略运动，可提出变化率模型： ),( tmf

dt
dm



考虑水流，假设这段质量 m(t)随时间变化的原因：

1°在边界点 x1,x2的通量 J；2°在区间[x1,x2]内的源ψ；

从  
2

1
21

||)(
x

xxx dxJJtm
dt
d

可以推出 0)(2

1


x

x xt dtJu 。进而有

1°平衡律：ut+▽·J-ψ=0；
2°守恒律：ut+▽·J=0。
高维空间考虑 u(x,t)为质量密度，通量 J=uv，则 ut+  (uv)=0
·哈密顿力学和相空间密度

正则坐标：r(t)=(q(t),p(t))，q(t)表示位置，p(t)表示动量。

哈密顿力学方程：
p

q




H

dt
d

，
q

p




H

dt
d

，H(q,p)是哈密顿量。

考虑经典力学系统 H=T+V，动能 T=
m2
|| 2p
，势能 V=V(q)；

成立：
mdt

d pq
 ， )(:)( qFqp

 V
dt
d

称 r=(q,p)∈R2d所处空间为相空间，考虑密度函数 f(q,p,t)。在时间 t 时，q∈S1，

p∈S2内所有粒子总质量，则  
1 2

),,()(
S S

ddtftm qppq

考虑守恒律方程： 0)'(  rfft ，可以推导出：

https://bicmr.pku.edu.cn/~zhennan/
https://wqgcx.github.io/
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刘维尔方程： 0)( 









 qF

p
p

q
f

m
f

t
f

。对于一般的哈密顿量，刘维尔方程仍然

成立。

2 变化率模型和稳定性的应用分析

考虑变化率模型 ),( tf
dt
d xx

 ， 0)0( xx  。若 f 不显含时间 t，则得

自治系统： )(xx f
dt
d

 ， 0)0( xx  。本章只考虑自治系统。

·化学反应中的动力学模型

质量作用定律：对于反应物与生成物；reactants→k→products，生成物产生率和

反应物浓度和反应常数 k 有关。

用 A(t)表示 A 的浓度，则有：

 
m

m
n

n ratenconsumptioratecreationtA
dt
d ) () ()( ，且变化率由物质浓度的多项

式给出。

注：只适用于基元反应（只经过一个暂态的反应）

1. Constant supply. A 被以恒定速率加入系统，(source)→k→A，dA/dt=k，称为零

阶反应，即是 k=k[A]0。（不是化学反应）

2. Decay. A 以恒定速率被消耗，A→k→(waste)，dA/dt=-kA，A(t)=A(0)e-kt，称为

一阶反应。

3. Transformation. 1 个 A 分子转化成 1 个 B 分子，A→k→B，dA/dt=-kA，dB/dt
=+kA。

4. Reversible transformation. 1 个 A 分子和 1 个 B 分子相互转化，可分成正向、逆

向反应：A→k1→B，B→k2→A，dA/dt=-k1A+k2B，dB/dt=k1A-k2B。
5. Compound formation. 1 个 A 分子和 1 个 B 分子转化成一个 C 分子，A+B→k
→C，dA/dt=-kAB，dB/dt=-kAB，dC/dt=kAB
注：反应率正比反应物浓度乘积，基于相互独立分子碰撞的概率表述

注意下面这个特殊情况。若 A 与 B 相同，即 2 个 A 分子转化成 1 个 C 分子，A
+A=2A→k→C，若 dC/dt=kA2，则 dA/dt=-kA2是错的！（重复计算）

6. Multiple products. m 个 A 分子与 n 个 B 分子生成 p 个 C 分子与 q 个 D 分子，

mA+nB→k→pC+qD，为避免重复计算，定义：

reaction rate=−rate of consuming one unit of reactant = + rate of creating one unit of
product.

于是 rate=
dt
dD

qdt
dC

pdt
dB

ndt
dA

m
1111



又由相互独立分子碰撞假设，rate=kAmBn

回到 case 5，我们知道 dA/dt=−2kA2，dC/dt=kA2，因此 d(A+2C)/dt=0。
米氏酶动力学简介：

非基本化学反应，无法用质量作用定律

mA+nB→(???)→…→pC+qD；
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考虑酶促化反应：底物 S，最终产物 P，酶 E，中间产物 C，即是

EPCES
kk

k


31

2

，S+E→k1→C，C→k2→S+E，C→k3→P+E

dP/dt=+k3C，dC/dt=k1SE-k2C-k3C，dE/dt=-k1SE+k2C+k3C，dS/dt=-k1SE+k2C
设初值 S=S(0)，E=E(0)，C(0)=0，P(0)=0，注意到 d(C+E)/dt=0，则 E(t)=E(0)-C(t)。
这就将 4 维动力系统转化为 3 维动力系统。

·稳定性理论简介

种群生长的 logistic 模型和一维系统的稳定性简介：

考虑方程 





 

N
xrx

dt
dx 1 ，x 是种群数量，r 是固有增长率，N 是最大容纳量

1°当 x(0)=0 或 N 时，x(t)x(0)；
2°0 附近的轨道 x(t)远离 0，N 附近的轨道 x(t)靠近 N。

引入定义：对于自治系统 )(xf
dt
dx

 (*)：

1°f(x)=0 的根 x=x0称为方程的平衡解；

2°若存在 x0的邻域使得若 x(0)在此邻域内则 limt→+∞x(t)=x(0)，则称平衡点是（渐

近）稳定的；否则称为不稳定的。

对于一维系统，在平衡点附近做 Taylor 展开，有 x'(t)=f(x)=f'(x0)(x-x0)+o(x-x0)。
忽略 Peano 余项，对于近似线性方程 x'(t)=f'(x0)(x-x0) (**)，我们有：

1°若 f(x0)＜0，则 x0对于(*)和(**)是稳定的；

2°若 f(x0)＞0，则 x0对于(*)和(**)是不稳定的；

3°若 f(x0)=0，则 x 是退化的平衡点，需看第一个非 0 的高阶导数。

在很多问题中，系统的解依赖于一个参数。平衡点的个数和性质随着参数的变化

发生了改变，这种解的结构的定性改变叫做分岔。

·相互竞争模型和二维系统的稳定性简介











2

2
1

1

1
111 1)('

N
x

N
xxrtx  ， 










2

2

1

1
2222 1)('

N
x

N
xxrtx  ， 21, 是相对阻滞系数。

我们考虑 t→+∞，x1(t)和 x2(t)如何变化？令 x1'(t)=x2'(t)=0，得到四个平衡解：

(N1,0)，(0,N2)，(0,0)，(
21

22

21

11

1
)1(,

1
)1(











 NN )。考虑最后一个解，知 21, 同时

＞1 或＜1 时，P4在第一象限。

·二维常微分方程稳定性理论

设 x=(x1,x2)，dx/dt=(f(x1,x2),g(x1,x2)) (*)，令 P0=(x10,x20)为平衡点。在 P0点做 Taylor

展开，得到近似线性方程 






















0
22

0
11

2

1

'
'

xx
xx

A
x
x

(**)，A 是 Jacobi 矩阵。

设 p=
021

|)( Pxx gf  ，q=det(A)=|A|，则有结论：

1°若 A 特征值实部≠0，则 P 对(*)和(**)的稳定性相同；a) p＞0 且 q＞0，则 P0

稳定；b) p＜0 或 q＜0，则 P0不稳定；

2°临界情况：(*)和(**)稳定性不同（p＞0, q = 0）
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·种群的相互依存模型











2

2
1

1

1
11

1 1
N
x

N
xxr

dt
dx  ； 










2

2

1

1
222

2 1
N
x

N
xxr

dt
dx 

系统的平衡点是 P1(N1,0)，P2 













21

22

21

11

1
)1(,

1
)1(





 NN

，P3(0,0)。

只有 P2和两个种群的相互依存有关。P2有实际意义且稳定的条件是σ1＜1,σ2＞1,
σ1σ2＜1。
·食饵-捕食者模型

axyrx
dt
dx

 , bxydy
dt
dy

 ，平衡点是 P1=(d/b，r/a)，P2=(0,0)

令 ayrbxd eyygexxf   )(,)( ，求出极值点 x0 = d/b，y0 = r/a，恰好是平衡点。

解 ode 方程，知通解为 ceyex ayrbxd  。当 c = f (x0)g(y0)时，相轨线退化为平衡

点 P1；当 c减小时，相轨线是一族从 P1向外扩张的封闭曲线（P1是中心）。实

际上，
b
ddttx

T
x

T
 0 )(1

，
a
ry  。

3 微分方程模型选讲：输运/运输/运动

只考虑时空区域，系统性质随时间变化

连续性假设：微观的平均~宏观的局部

·Eulerian 描述和 Lagrangian 描述

引例：被动运输

1. 单个粒子按外加的速度场运动；2. 自己的存在并不影响速度场

A. 欧拉描述：在固定的坐标系下表示 v(x,t)，dx/dt=v(x,t)，x(0)=x0。

B. 拉格朗日描述：给定一个粒子的运动，将其他状态变量描述成时间的函数。

关联：V(t,X0)=v(x(t),t)。
一般地，跟粒子运动 x(t)相关的状态变量也有其欧拉描述 f (x,t)和拉格朗日描述

F(t,X0)。
考虑物质滴，目标：已知 dx/dt=v(x,t)，推导 f (x,t)的模型。考虑一维情形。

bx
ax

tb

ta

tb

ta

tb

ta
txvtxfdxtxf

tdt
dataf

dt
dbtbfdxtxf

t
dxtxf

dt
d 









  |),(),(),(),(),(),(),(
)(

)(

)(

)(

)(

)(

 







)(

)(
),(),(),(

tb

ta
dxtxvtxf

x
txf

t
（Reynolds Transport Theorem）

由物质滴的任意性立即得到守恒律方程。

·欧拉方程*
是一种特殊的守恒律方程。
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守恒律： 0 Ju xt ，取













































T

T

T

pE

p
E
j

j

Ijj

j

Ju







1)(

1, 得欧拉方程。

自变量是 t∈R,x∈Rd，其余都是状态变量。

其中ρ∈R 是密度，j = ρv是动量，p是压强，E是能量密度。

简化：流体不可压缩，即是 0 v ，则方程转为


















0

0

v

pvvv

v

t

t





。进一步简化，

设ρ不随时间空间发生变化，得到














0
0

v

vpvvvt 
 ，其中 v 是粘性项，

μ是粘性系数。

·一阶双曲方程的特征线法

半线性一阶波方程： ),,(),( ptxrp
x

txcp
t







 ,p(0,x)=f (x)，其中 c(x,t)是速度，

r(x,t,p)是变化率函数。这是欧拉描述，可以转化为拉格朗日描述：

)),(( ttXc
dt
dX

 ,X(0)=X0， ),,( PXtrcpp
dt
dxpp

dt
dP

xtxt  ,P(0,X0)=f (X0)。这

个方程的轨线初值问题定义了(x,t)平面的一条曲线，这样的曲线被称为特征线，

可以看作是一种广义的轨线。解出拉格朗日描述后代回即得欧拉描述。

拟线性一阶波方程： ),,(),,( ptxrp
x

ptxcp
t







 ,p(0,x)=f (x)，转化为拉格朗日

描述： ))(,),(( tPttXc
dt
dX

 ， ))(),(,( tPtXtr
dt
dP

 。一般无法依次求解，特征线可

能相交。

特例：Burgers' equation：Pt+PPx=0。引入特征线： )(tP
dt
dX

 , 0
dt
dP

。注意到特

征线在 t＞1 时相交，引入激波解（有时是物理解、单值解、积分意义下满足守

恒律）。利用 p 的守恒律有   0)(  xt pqp ，其中 q(p)是 p的通量函数。

在[a,b]上对 x积分有 0)( 




 

 bx
ax

b

a
pqpdx

dt
d

。我们希望引入激波解 xs(t)将两个

解分开，即是 0)),(()),(( 



 









 







  tbpqdxp
dt
dtapqdxp

dt
d b

x

x

a s

s
。
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进一步变换得到






 





    )),(()),(()),(()),(( txpqtbpqdxptapqtxpqdxp s

b

x ts

x

a t
s

s

0)],(),([)),(()),((   dt
dxtxptxptxpqtxpq s

ssss 。

前面由于守恒律是 0，这就得出了激波解
),(),(

)),(()),((
txptxp
txpqtxpq

dt
dx

ss

sss








 。

·反应扩散方程的行波解

考虑一维反应扩散方程 )( fxxt  ，其中ρ是密度，f (ρ)表示反应率函数，f (0)=

f (1)=0。我们希望解出 )(),( ctxvtx  ，c∈R, 1)( v , 0)( v 。

代入知 )(''' vfvcv  。考虑点燃温度模型








1   ),1(

0              ,0
)(




f ，并且希望

v(0)=θ（为了唯一解而选取的可解性条件），得到解 0,)1(1)(   xexv x ，其

中 )4(
2
1 2   cc ； 0,)(   xexv cx 。利用 v'在 x=0 处连续可解出 c。

4 变分原理与优化简介

·微积分中的极值问题和泛函

泛函：把函数映成标量的映射。本章只考虑形如一个函数及其导数的定积分 J(y)

= 
b

a
dxyyxL ),',,(  。把 L 称为拉格朗日量。考虑目标泛函的极小化问题。

·波动现象

哈密顿变分原理：考虑力学系统，自变量 t，状态变量 q,v∈Rs，设动能为 T(t,q,v)，
势能为 V(t,q)。质点在 t1时刻始于 q1，在 t2时刻始于 q2。拉格朗日量为 L=T-V，

则运动轨迹取作用量积分 
2

1

),,(
t

t
dtvqtLS 的极值。

泛函导数：考虑一个元素为函数ρ:R→Rs的空间 M，J 为定义在 M 上的泛函，J:M

→R，J 的方向导数如下定义：








)()(lim)()(),(
0

JhJdxxhxJxh
b

a




可容许

0

)(








hJ
d
d

。回到 
2

1

))('),(,(
t

t
dttqtqtLS ，扰动满足 h(t1)=h(t2)=0 且光滑。

则  































2

1

2

1

2

1 '
'

'
)(

t

t

t

t

t

t
hdt

q
L

dt
d

q
Ldth

q
Lh

q
LhqS

d
dhdt

q
S 




。因此，

















'q
L

dt
d

q
L

q
S



。由最小作用量原理得 Euler-Lagrange： 0
'

















q
L

dt
d

q
L

q
S



。
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推广： 0
1
























 



d

j xj j
q
L

xq
L

。

绳索的微小振动：u(x,t)是偏移平衡位置的量。模型假设：振动过程满足最小作

用量原理，且(t,x)∈[0,T]×[a,b]；2°ρ(x)线密度，动能 2

2
1

tu ；3°形变  dxds

dxux
2

2
1

，势能 2

2
1

xuV  。欧拉方程： 































xt u
L

xu
L

tu
L

，进而得到一阶波

方程ρ(x)utt=μuxx。
推广：若有外力，得到受迫振动方程：ρ(x)utt=μuxx+f (x,t)。
微小膜振动，u(t,x,y)，则得到ρ(x,y)utt=μ(uxx+uyy)+f (x,y,t)。

极小曲面问题：考虑边界固定的膜(x,y,u(x,y))，膜表面积 A=  
V yx dxdyuu 221 ，

极小曲面：A 达到极值，拉格朗日量 L= 221 yx uu  ，化简弃高阶项得到 uxx+uyy=0，

u(x,y)=g(x,y)在边界上（laplace 方程）。

·边界条件的影响：自然边界条件

回顾最小作用量原理 
2

1

),,(
t

t
dtvqtLS ，边界作用：1°对 E-L 方程给出边界作用；

2°给出扰动 h 的边界条件；3°求变分中边界项消失。称为第一类边界条件。

有一个变化边界的问题：(0,0)到 y=f (x)的最佳路径问题，弧长  
b

a
dxy 2'1 ，引入

扰动 y0=y+εh，b0=b+εc，其中 h(0)=0，扰动后泛函 J= 






b

dxhy
0

2)''(1 ，计算

得到自然边界条件
)('

1)('
bf

by  。总结来看，最优解满足 1)0(,0'
'1

'
2

















 y

y
y

y(b) = f (b)，
)('

1)('
bf

by  。

·带约束的优化问题

等周问题：给定解的积分条件；

完整系统：给定解逐点满足的条件；

优化控制：给定解逐点满足的微分方程。

等周问题： 0)',,(..,)',,(max  
b

a

b

ay
dxyyxgGtsdxyyxLJ ，增广目标 I=J-λG。

增广的拉格朗日函数：L0 = L-λg，则 I= 
b

a
dxyyxL )',,(0 。引入扰动，假设由边界

条件变分中边界消失，得到带约束的 E-L 方程 0
'
00 














y
L

dx
d

y
L

。

微分方程约束：优化控制
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希望最小化泛函 
T

dttutxtLJ
0

))(),(,( 使得 tx, 满足 ),,( uxtf
dt
dx



初值条件 x(0)=x0，终止条件 x(T)=x1，T 自由。其中 x状态函数，u控制函数。

寻找控制函数 u(t)使得 1°目标可达：x(t)能在某时 T 达到 x1；2°在所有可行控

制中，对应花费 J 最小。待求：u(t)，x(t)，T。
引入含时的拉格朗日乘子λ(t)，增广的拉格朗日函数 L1=L-λ(t)[x'(t)-f ]，增广泛函


T

dtxuxLI
0 1 ),',,(  。引入扰动：

)()(*)(~ thtxtx  ， )()(*)(~ tvtutu  ， )()(*)(~ ttt   ， STT  *~
。

变分，得到 SLdtLv
u
Lh

x
Lh

x
LII

Tt

T

*10
1

1

11

0
|]'[

~
lim 




















 


*
1

10
111 |]}

'
[{ Tt

T
h

x
LSLdtLv

u
Lh

x
L

dt
d

x
L


































  


对终止条件 1)*()*(* xSThSTx   做泰勒展开，代入变分的边界项，得到

S
x
LxL Tt *1 |
'

' 










 。定义哈密顿量 fL
x
LxLH 




'
1

1 ，由扰动任意，得到

0*)(,0,0,0
'

1111 



















 THL

u
L

x
L

dt
d

x
L


。其中(3)是状态方程，(1)是协态方程

可改写为 0







dt
d

x
f

x
L  ，(2)可看成几何约束 0








u
f

u
L  。

5 边值问题及其应用

·初值问题和边值问题

边值条件：在自变量定义域边界给出

边值问题：微分方程+边值条件

本章只考虑一维二阶方程的边值问题。

考虑边值问题：f''+λf=0，f(0)=0，f(L)=0。当λ≤0 时，只有平凡解。λ＞0 时，通

解为 )cos()sin( 2211 xcxcf   ，根据边界条件，知 c2=0， 0)sin(1 Lc  ，

记
2








L
n

n
 ，相应地 







L
xncfn
sin1 。

边值条件的分类：第一类 Dirichlet：f=c；第二类 NeumannL：f'=c；第三类 Robin：
gf'+hf=c；周期：f(a)=f(b),f'(a)=f'(b)。前三类 c=0 时称为齐次条件。

·初边值问题

热传导问题：u 一维杆的温度，k 导热系数，u 满足 ut=kuxx，初值条件 u(x,0)=u0(x)，
边值条件：在 x=0,L 给出 t＞0。一些具体边值条件：给定温度：u(0,t)=uB(t)；绝

热条件：-kux(0,t)=f(t)；牛顿冷却定律：散热速率正比于温度差，-kux(0,t)=-H[u(0,t)



9

-uB(t)]，H 是传热系数。

弹性波动问题：utt=c2uxx，I.C.:u(x,0)=f(x)，ut(x,0)=g(x)；B.C.u(0,t)=0，u(L,t)=0。
考虑一种特殊的解：u(x,t)=m(x)k(t)，得到 mxx+λm=0，m(0)=m(L)=0。
·Sturm-Liouville Problems

S-L 方程：Lf+λσf=0，其中 Lf= qf
dx
dfp

dx
d

)( 。

S-L 特征值问题：Lf+λσf=0，B.C.：β1f(a)+β2f'(a)=0，β3f(b)+β4f'(b)=0，其中βi∈R，
q,p,σ∈C[a,b]，且 p,σ＞0。
若存在非平凡解，对应的λ称为特征值，对应的非平凡解称为特征函数。本章只

考虑 fn(x)∈R。
性质：1°特征值都是实数，2°λ1＜λ2＜……＜λn＜……；3°fn完备；4°属于

不同特征值的特征函数关于权函数σ正交，即是 0
b

a mn dxff  ，于是可以求出 cn。

特征函数展开法：Lu=f，u(a)=u(b)=0，求 u(x)。考虑 Regular S-L 特征值问题

Lfn+λnσfn=0，fn(a)=fn(b)=0。假设已求解λn,fn，令 u(x)=Σncnfn(x)。LHS=LΣncnfn(x)=
ΣncnLfn(x)=-Σncnλnσfn。再利用σ正交性即可。

注意，这里解可以写成 
b

a
dxxxGxfxu 000 ),()()( ，其中






 


1 2

0
0

')'()'(

)()(),(
n

b

a nn

nn

dxxx

xxxxG



称为 Green 函数。

·格林函数和弗雷德霍姆二选一

将区间[a,b]以 x 剖分为 N 份，剖分格点为 xi，则

x
x
x

xfxxfxf
n

i

xx
i

n

i
xxi

i

i



 











1

1

1

1

)(
)()()()(


 。形式定义
x
x

xx xx

xi
i


 



)(
lim)( ,

0


 且

 
R

dxxxxfxf ')'()'()(  。

性质：1° 1')'( R dxxx ；2° )(
||

1))(( 00 xx
c

xxc   ；3°Heaviside Step









',1
',0

)'(
xx
xx

xxH 是 的原函数。

回顾 Lu=f 的解 
b

a
dxxxGxfxu 000 ),()()( ，令 )()( 00 sxxxf   ，那么

),(),()()( 000 s

b

a s xxGdxxxGxxxu    ，从而满足 )(),( ss xxxxLG   。

格林公式： qu
dx
dup

dx
dLu 






 ，则 b

a

b

a
vuuvpvLudxuLv |)''(  。

引理：若 u,v 满足齐次 B.C.，则 0
b

a
vLudxuLv 。
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取 v(x)=G(x,x')，u(x)是 BVP 的解，则 0)()',()'()( 
b

a
dxxfxxGxxxu  ，得到


b

a
dxxxGxfxu ),'()()'( 。

回到特征函数展开法，得到


 b

a n

b

a n
nn

dx

dxf
a






2
。若某个 0n ：

case 1： 0
b

a nf ，则 BVP 无解；case 2： 0
b

a nf ，则 BVP 无穷多解。

注：存在λn=0，即 LΦ=0 有非平凡解；

a：BVP：Lu=f+齐次 B.C.；b：齐次特征问题：LΦ=0+齐次 B.C.；
1°若 b 只有平凡解，则 a 有唯一解；

2°若 b 有非平凡解，则回到上面两个 case。

6 代数方程模型和差分方程模型

·量纲分析

研究力学问题，将长度 l，质量 m，时间 t作为基本量纲，记以大写字母 L,M,T。
物理量 q的量纲记为[q]。
数学公式表示物理量之间的关系，等式两边量纲应相同。

白金汉π定理：设 m个有量纲的物理量 q1,…,qm之间存在物理定律 f (q1,…,qm)=0，

取 my
m

y qq 1
1 。基本量纲 X1,…,Xn，不妨设 n≤m，设 q1,…,qm的量纲[qj]=



n

i

a
i
ijX

1
，

矩阵 A=(aij)n×m称为量纲矩阵，Ay=0。设 A 的秩 rankA=r，则 Ay=0 有 m-r个基

本解，记为 y(s)，则存在 m-r个相互独立的无量纲量 



m

j

y
js

s
jq

1

)(

 ，且理论上存在

F(π1,…,πm-r)=0。（无量纲化、无量纲参数不唯一、隐函数存在定理常应用）

·无量纲化

考虑抛射问题：













vxx
rx
grx

)0(,0)0(
)( 2

2




，目标：无量纲化，降低参数个数。

相同量纲的参数组合：xc,tc，新变量
cc t
tt

x
xx  , 是无量纲的。

构造 1：xc=r,tc=r/v，则
rg
v

xx

x
x 2

2 ,
1)0(',0)0(

)1(
1''


















，解 );( tx 只含一个独立参数。
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构造 2：xc=v2g-1,tc=vg-1，则
rg
v

xx

x
x 2

2 ,
1)0(',0)0(

)1(
1''















 。

若ε很小，我们发现构造 1 不能省去ε，而构造 2 可以省去ε。
无量纲参数反映了各种物理效果的相对重要性。

7 微扰法和渐进分析简介

·渐近展开

定义在ε→0 时：1°lim f(ε)/g(ε)=1，记作ε→0，f~g；2°f=O(g)：存在 A＞0，当

ε充分小时，|f|＜A|g|；3°f=o(g)，lim f(ε)/g(ε)=0。
考虑函数 x(t,ε)，有分离变量类型的级数展开 x(t,ε)=δ0(ε)x0(t)+δ1(ε)x1(t)+…，且 xn(t)
=O(1)（t 在一定范围内），度规函数满足δ0(ε)>>δ1(ε)>>…，称为渐近展开的基本

形式。渐近展开中的级数有可能是发散的，但是在ε<<1 时，其部分和仍然可能

提供了很精确的近似。

·渐近展开的计算

代数方程 F(x,ε)=0，ε<<1，AE 的基本形式：x(ε)=δ0(ε)x0+δ1(ε)x1+…。

非奇异：limε→0x=x0，若 x0≠0，则δ0=1；
Vanishing solution：limε→0x=0，约定δ0<<1；
奇异解：limε→0|x|=∞，约定 x0有限，δ0>>1。
考虑方程 x2-x+ε/4=0，观察：1°令ε=0，得到 x=0,1；2°ε小且有限，前两项决

定了解的大体位置，第 3 项作了解的修正；3°ε→0 时，只有非奇异解。

非奇异围绕问题：方法一：直接展开法，假设解非奇异且δn=εn，x=x0+εx1+ε2x2+…；

代入上述方程，匹配εn项，可以解得 x0,x1,…。

方法二：迭代法。度规函数δn与系数 xn依次待定。

主项平衡原理：方程中有主项和次要项，主项：其平衡给出领阶方程；次要项：

主项的高阶小量。

仍以上述为例，将 x~x0δ0代入，得到 x02δ02-x0δ0+ε/4=0。先保证阶数匹配。

case 0：主项有 1 项或有 3 项，无解或平凡解。

case a：主项(1)(2)，δ02=δ0，δ0=1，此时第 3 项ε<<1，满足主项平衡原理。

case b：主项(1)(3)，δ02=ε，此时δ0>>ε，不满足主项平衡。

case c：主项(2)(3)，δ0=ε，此时δ02=ε2，满足主项平衡原理原理。

·ODE 问题的非奇异展开







 )0(',0)0(,
)1(

1
22

2

xx
xdt

xd
，展开法：   )0(',0)0(,1'':)( 000

0 xxxO ，

0)0(',0)0(,2'':)( 1101
1  xxxxO  ， 0)0(',0)0(,32'':)( 22

2
012

2  xxxxxO  ，可

依次解出。当 )/1( Ot  时，x0 = O(1/ε)，违反 AE 的基本假设。

·奇异微扰问题

在ε→0 时，问题至少有一个解奇异。

举例：代数方程，ε→0 时，N 阶多项式方程退化为 M 阶多项式方程；微分方程，

ε→0 时，高阶导数消失。
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尺度调节法：奇异问题→引入新变量→非奇异问题

x 老尺度，X 新尺度。

1. 令 x=δ0(ε)X，代入原问题；2. 由主项平衡定δ0(ε)；3. 解关于 X 的非奇异问题；

4. 由δ0得到 X 的渐近展开。

·ODE 奇异扰动问题的例子

考虑米氏酶动力学模型，经过无量纲化，得到

0)0(,0)0(,1)0(,)(,)1(),()1(  pcsc
dt
dpccs

dt
dcccs

dt
ds 

其中 )1(),1(,1
01

32

01

2

0

0 O
Sk
kkO

Sk
k

S
E




  无量纲。下面只考虑 s 和 c 的方

程。这是奇异微扰问题。非奇异展开会发生矛盾。

拟稳态条件：



0

0
0 s

sc ，得到米氏酶动力学方程：






0

00 )(
s

s
dt
ds

，初值应修

正 s0(0+)=1,c0(0+)=1/(1+μ)。在 t≈0 时拟稳态不成立。

尝试：捕捉反应初期快尺度动力学形态。

令σ=t/ε，S(σ)=s(σε)，C(σ)=c(σε)得到

0)0(,1)0(,)1(),)1((  CSCCS
d
dCCCS

d
dS 






做非奇异渐近展开，得到











1
1)(,1)(

)1(

00
eCS 。

内部解：以σ为时间尺度；外部解：以 t 为时间尺度， )0(/)(/lim 0000 csCS 





。

8 概率、随机模型

·果壳中的概率

随机过程：{x(t),t∈T}，{xt,t∈Y}。
·初等概率模型举例：随机人口模型

时刻 t 的人口数量用 X(t)∈N 表示，记 Pn(t)=Pr(X(t)=n),n=1,2,…。

模型假设：

1°出生 1 个概率为 bnΔt，bn=λn
2°出生 2 人以上概率 o(Δt)
3°死亡 1 人概率 dnΔt，dn=μn
4°死亡 2 人以上概率 o(Δt)
5°出生死亡独立

Pn(t+Δt)=Pn-1(t)bn-1Δt+Pn+1(t)dn+1Δt+Pn(t)(1-bnΔt-dnΔt)+o(Δt)，令Δt→0，得到

nnn
n nPPnPn

dt
dP )()1()1( 11    .

初值：X(0)=n0，Pn0(0)=1，Pn(0)=0，n≠n0。

令 E(t)=


0
)(

n
n tnP ，从而 )()()( tE

dt
tdE   ，从而 tentE )(

0)(  ，类似得到
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]1[)( )()(
0 




  tt eentD 




。

·马氏链模型和数学理论

考虑随机过程{xt}，时间离散，xt∈S，S 至多可数。若 Pr(xn+1=j|xn=i,…,x0=i0)=Pr
(xn+1=j|xn=i)，则称离散时间马氏链。

记 Pij(n)=Pr(xn+1=j|xn=i)，P(n)=(Pij(n))位时刻 n 时的转移概率矩阵，若与 n 无关则

称是时齐的。

·马氏链选讲

以下只考虑 S 只有 k 个元素，马氏链时齐。令 aj(n)=Pr(xn=j)，则Σjaj(n)=1。

马氏链基本方程 ai(n+1)=


k

j
jij Pna

1
)( ，其中 Pij≥0， 1

1




k

j
ijP 。

记状态概率向量 a(n)=(a1(n),…,ak(n))，则 a(n+1)=a(n)P，a(n)=a(0)Pn。

不变分布：F，满足 F=FP，且||F||1=1。则 PTFT=FT，即 PT 对应特征值是 1 的特

征向量。

考虑转移矩阵(1-a,a;b,1-b)，则：

case A：a+b∈(0,2)，则 a(n)=a(0)Pn→(b/a+b,a/a+b)是不变分布。

caseB：a=b=0，则 Pn=P 单位阵。

caseC：a=b=1，则 P2k=I，P2k+1=P。Pn极限不存在，但 lim ΣPk/n=1/2 I。
Ehrenfest 模型：共 2a 个例子，x0是初始时 A 中粒子。{xn}马氏链，xn={0,1,…,2a}。
转移概率 Pij=(2a-i)/2a(j=i+1);i/2a(j=i-1)。若不变分布 F存在，求之。

一般形式：Fi=Fi-1Pi-1,i+Fi+1Pi+1,i。可以归纳得到 Fi=
a

i
aC

2

2 2
1








。这是一个二项分布。

等级结构：n(t)，ni(t)是第 t年从属于等级 i的人数，a(t)是相应比例，Q=(pij)k×k
是等级 i转移到等级 j的人口比例(占等级 i中)，w 是退出的人口比例(占等级 i
中)，r是每年调入人口比例(占总人口)。
N(t+1)=N(t)+R(t)-W(t)，n(t+1)=n(t)Q+R(t)r，用 M(t)表示净增长量，则 R(t)=W(t)
+M(t)=n(t)wT+M(t)，从而 n(t+1)=n(t)(Q+wTr)+M(t)r。定义 O=Q+wTr，则 Q 是概

率转移矩阵。

(a1)进一步假设 M(t)=0，则 a(t+1)=a(t)P。
(a2)将调入比例 r看成参数，给定 r，(a1)模型相应的不变分布改变。

(a3)对某个等级结构 a，存在调入比例 r，且 a=aP，则称 a是一个稳定的结构。

稳定结构的条件 T

Q
aw
aar 

 ，此时 1
1




k

i
ir 自动满足。稳定结构的范围：a≥aQ。

设有一个理想比例 a*，已知 a(0)，求 r，使得 a(1)尽可能接近 a*，a(2)同理。

引入距离 D(a1,a2)=



k

i
iii aa

1

2
)(,2)(,1 )( 。

问题 E1： 1,0),)(0()1(..)),1(*,(min
1

 


k

i
ii

T rrQtsD rwaaaa
r

。
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注意到 a*-a(1)=a(0)wT yr
wa

aa


 :
)0(

)0(*
T

Q
，则问题转化为

0,1..,)(min
11

2  


i

k

i
i

k

i
iii rrtsry

r
。

·随机微分方程模型

)(),(),( tXtXtb
dt
dX  。噪声η(t)是一个随机过程，假设：1°Eη(t)=0；2°η(t)

平稳；3°Eη(t)η(s)=0，if t≠s。这种噪声也叫白噪声。η(t)无连续路径。

考虑离散时间 t0＜t1＜…，Δtk=tk+1-tk，记 xk=x(tk)。

离散形式 xk+1-xk=b(tk,xk)Δtk+σ(tk,xk) 
1 )(k

k

t

t
dss 。

1 )(k

k

t

t
dss =V(tk+1)-V(tk):=ΔVk。易指

EV(t)=0，若进一步要求 V(t)有连续路径，则 V(t)只能是布朗运动 Wt。

性质：1°EWt=0；2°EWtWs=min(s,t)；3°t＞s时，Wt-Ws~N(0,t-s)。







1

0
0 ),(),(

k

j
jjjjjjk Wxttxtbxx  ，即  

t

ss

t

st dWXsdsXsbxx
000 ),(),( 

微分形式 dXt=b(t,Xt)dt+σ(t,Xt)dWt。

定义：Ito integral：黎曼和中被积函数左端点取值的极限，记作 
t

sdWwsf
0

),( 。

性质：1° 
t

sdWwsfE
0

),( =0；2°Ito isometry：  




 tt

s dswsfEdWwsfE
0

2
2

0
),(),( ；

3°Ito lemma：令 Xt满足 dXt=b(t,w)dt+σ(t,w)dWt，又有 g(t,x)连续，则 Yt =gt (t,Xt)，

2
2

2

)(
2
1

ttt dX
x
gdX

x
gdt

t
gdY 



















 。计算规则：dtdt=dtdWt=dWtdt=0，(dWt)2=dt。

·Fokker-Planck 方程

若σ=0，则 dXt=bdt，由守恒律ρt+(ρb)x=0。

任意光滑函数 g(x)，dg(Xt)= dt
x
gdW

x
gbdt

x
g

t
2

2

2

2
1 











。

两边取期望，得 














 2

2
2

2
1)(

x
gb

x
gE

dt
XdEg t  。固定 t，由 Xt~ρ(t,x)，从而两边

写开，分部积分，得到 )),()((
2
1)),()((),( 2

2

2

xtx
x

xtxb
x

xt
t













。


