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数理统计
主讲人：刘力平

打字人：龚诚欣

1 绪论

·研究有效地收集、整理和分析带有随机性的数据。

·总体：被研究对象全体，常用随机变量 X来表示。

·样本：抽取的有代表性的个体。

2 估计

2.1 参数估计的方法

·相合性：估计值依概率收敛到真实值；若几乎必然收敛则称强相合。

·最大似然估计： 
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·矩估计： k
k EXV  ，从方程组 kmk Vg ),,( 1   反解出 ),,( 1 mkk VVf  ，再用

样本矩估计 Vk。
2.2 估计的优良性标准

·无偏估计：称 f是 g(θ)的无偏估计，如果 θ，Eθf(X1,…,Xn)=g(θ)。
·均方误差：设 f是 g(θ)的估计，称Mθ(f)=Eθ[f(X1,…,Xn)-g(θ)]2为 f的均方误差。

·若Mθ(f1)≤Mθ(f2)( θ)，则称 f1不次于 f2；严格＜( θ0)称有效。

·定理： 
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1: 给出了 Var(X)的无偏估计。

·充分统计量：联合密度函数可以写为 L(x1,…,xn;θ)=q[f(x1,…,xn),θ]h(x1,…,xn)，
称 f(x1,…,xn)是θ的充分统计量。（等价：Pθ((x1,…,xn)∈A|f(x1,…,xn)=u)与θ无关）

·最小方差无偏估计：估计 f(X1,…,Xn)无偏且在无偏估计中方差最小( θ)。
·完全性：若任何 borel可测函数 u(·)，Eθu[f(X1,…,Xn)]=0( θ)就有 Pθ(u[f(X1,
…,Xn)]=0)=1( θ)，则称统计量 f是完全的。

·指数型分布：p(x,θ)=S(θ)h(x)exp{ΣjCj(θ)Tj(x)}（j往往取 1或 2，均匀分布不是）。

·数据预处理的优良性标准：1°该保留的信息都保留——充分性；该丢掉的信

息都丢掉——完全性。

·若参数空间Θ有内点，则指数分布族中的充分统计量(ΣiT1(xi),…,ΣiTk(xi))完全。

·BLS定理：f是完全的充分统计量，h(f)是 g的无偏估计，则 h(f)是最小方差无

偏估计，且在概率为 1相等的意义下唯一。

·C-R不等式：X的密度函数是 p(x,θ)，X1,…,Xn是 X的样本，f(X1,…,Xn)是 g(θ)
的无偏估计，且满足如下正则性条件：

1°E:={x|p(x,θ)≠0}与θ无关；2°g'(θ)和
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https://www.math.pku.edu.cn/jsdw/js_20180628175159671361/l_20180628175159671361/69938.htm
https://wqgcx.github.io/
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2.3 置信区间(区间估计)
·设γ∈(0,1)，f1(X1,…,Xn)和 f2(X1,…,Xn)是两个统计量，f1≤f2。称[f1,f2]是 g(θ)
的置信水平为γ的置信区间，若对 θ均有 P(f1(X1,…,Xn)≤g(θ)≤f2(X1,…,Xn))≥γ。
若下确界能够取到，则称为置信系数。

·枢轴量方法：寻找函数 h(X1,…,Xn,g(θ))使得这个函数的概率分布函数 H(x)与θ
无关，然后找 a1＜a2使得 H(a2)-H(a1)≥γ，再解不等式 a1≤h≤a2，得到 f1和 f2。
这里的函数 h称为枢轴量。

·n个自由度的χ2分布：
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·X1,…Xni.i.d.~N(0,1)，则ξ=X12+……+Xn2~χ2(n)，Eξ=n，Dξ=2n。
·定理：X1,…,Xn i.i.d~N(μ,σ2)，则
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·X~N(0,1),Y~χ2(n)，X,Y独立，则 )(~
1

nt
Y
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X 。

·例：正态分布已知方差估计均值： )1,0(~)(1 NXn 
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未知方差估计均值： )1(~)(
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·统计量方法：设 f(X1,…,Xn)是广义实值统计量，令 G(c,θ)=Pθ(f(X1,…,Xn)≥c)，
H(c,θ)=Pθ(f(X1,…,Xn)＞c)。给定 0＜γ＜1，令 gL(c)=inf{g(θ)|G(c,θ)＞1-γ}，gU(c)=
sup{g(θ)|H(c,θ)＜γ}，则：
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1°gL(f(X1,…,Xn))是 g(θ)置信水平为γ的置信下限，Pθ(g(θ)≥gL(f(X1,…,Xn)))≥γ；
2°gU(f(X1,…,Xn))是 g(θ)置信水平为γ的置信上限，Pθ(g(θ)≤gU(f(X1,…,Xn)))≥γ；
3°[gL(f(X1,…,Xn)),gU(f(X1,…,Xn))]或[gU,gL]给出了置信水平为 2γ-1的置信区间。

2.4 分布函数与密度函数的估计

·经验分布函数： 
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·直方图法：Rn(a,b)表示落在区间(a,b]的个数，积分 
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由微分中值定理，可以用
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作为 p(x0)的估计值。

·核估计法：设 K(x)≥0，∫K(x)dx=1，称 
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)(1)( 为 f(x)的核估计，

h＞0称为窗宽。窗宽 h越小，说明越重视靠近 x的数据。数据量大，h可减小。

样本固定时，窗宽 h大，核估计平滑；窗宽 h小，核估计波动大。

3 假设检验

3.1 问题的提法

·第一类错误：以真为假；第二类错误：以假为真。

·Lw(θ):=P(接受 H0|θ)=P((x1,…,xn)W|θ)，ρw(θ)=P(拒绝 H0|θ)=P((x1,…,xn)∈W|θ)。
前者称为W的操作特性函数，后者称为功效函数。

·称 )(sup
0




w


为W的检验水平。

·H0:θ∈Θ0←→H1:θ∈Θ1，通常情况Θ1=Θ-Θ0。【往往取 H0是闭集】

·无偏否定域：若W的水平为 a，且对于一切θ∈Θ1，都有ρw(θ)≥a，则称W是

检验水平为 a的无偏否定域。

·UMP 否定域：若W 是水平为 a的否定域且对一切水平不超过 a 的否定域W'
成立ρw(θ)≥ρw'(θ)(θ∈Θ1)，则称W为一致最大功效否定域。【没有无偏要求】

·UMPU(一致最大功效无偏)否定域：W是水平为 a的无偏否定域，且对于任何

水平为 a的无偏否定域W'都有ρw(θ)≥ρw'(θ)(θ∈Θ1)。
3.2 N-P引理及似然比检验法

·考虑检验问题 H0:θ=θ1←→H1:θ=θ2，下记 x=(x1,…,xn)。
·N-P 引理：给定 a∈(0,1)，设 W0={x:L(x,θ2)＞λ0L(x,θ1)}适合∫W0L(x,θ1)=a，则

W0是一致最大功效否定域。

·设 X的分布密度函数是 p(x,θi)，X的可能值集合{x:p(x,θi)＞0}与 i无关，λ(x)=
L(x,θ2)/L(x,θ1)，设 X=(X1,…,Xn)是样本，若λ(X)在θ1下的分布函数是连续的，则

对于任意 a∈(0,1)，存在λ0＞0，使得W0={x|λ(x)＞λ0}是水平为 a的唯一最大功效

UMP否定域。这里的唯一是指相差一个 lebesgue零测集。

·无偏：上述定理中的ρw0(θ2)≥ρw0(θ1)。任何 UMP检验都是 UMPU检验。

3.3 单参数情形的假设检验
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·X 的可能值集合是 X，称 X 服从单参数指数型分布，若 X 的分布函数 p(x,θ)
有下列表达式：p(x,θ)=S(θ)h(x)eQ(θ)V(x)，其中θ∈(a,b)，h(x),S(θ)＞0，Q(θ)单调增。

·考虑检验问题 H0:θ≤θ1←→H1:θ＞θ1，对于 a∈(0,1)，若存在 C满足 P(ΣiV(Xi)
＞C|θ1)=a，则W0={(x1,…,xn)|ΣiV(Xi)＞C}是检验水平为 a的一致最大功效否定域。

·设 X有分布密度 p(x,θ)=S(θ)h(x)eQ(θ)V(x)，S(θ)＞0，h(x)≥0，Q(θ)严格单调增，

考虑检验问题 H0:θ(θ1,θ2)←→H1:θ∈(θ1,θ2)，W0={C1＜ΣiV(Xi)＜C2}，若 P(X∈
W0|θ1)=P(X∈W0|θ2)=a，则W0是水平为 a的一致最大功效否定域。

·设 X有分布密度 p(x,θ)=S(θ)h(x)eQ(θ)V(x)，S(θ)＞0，h(x)≥0，Q(θ)严格单调增连

续，考虑检验问题 H0:θ∈[θ1,θ2]←→H1:θ[θ1,θ2]，W0={ΣiV(Xi)＜C1或＞C2}，若

C1＜C2使得 P(X∈W0|θ1)=P(X∈W0|θ2)=a，则W0是水平为 a的一致最大功效无偏

否定域（此时 UMP否定域不存在）。

·设 X有分布密度 p(x,θ)=S(θ)h(x)eQ(θ)V(x)，S(θ)＞0，h(x)≥0，Q'(θ)＞0，考虑检

验问题 H0:θ=θ0←→H1:θ≠θ0，W0={ΣV(Xi)＜C1或＞C2}，若 C1＜C2使得 P(X∈
W0|θ0)=a，Eθ0(IW0(X1,…,Xn)ΣiV(Xi))=aEθ0ΣiV(Xi)，则W0是水平为 a的一致最大功

效无偏否定域（此时 UMP否定域不存在）。

3.4 广义似然比检验

·考虑检验问题 H0:θ∈Θ0←→H1:θ∈Θ-Θ0，令 L(Θ)=supθ∈ΘL(x,θ)。
·定义λ(x)=L(Θ)/L(Θ0)为样本值 x的广义似然比，取否定域W0={x:λ(x)＞λ0}，满

足 sup P(x∈W0|θ)(θ∈Θ0)=a，这里 a 是预先给定的检验水平。λ(x)是充分统计量

的函数，因此W0={x:f(x)∈B}。下面讨论正态分布。

·检验问题 H0:μ=μ0←→H1:μ≠μ0，方差已知，广义似然比
2
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·检验问题 H0:μ=μ0←→H1:μ≠μ0，方差未知，广义似然比
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~t(n-1)，否定域W={x:|T|＞C}。

·检验问题 H0:μ≤μ0←→H1:μ＞μ0，方差未知，否定域W={x:T＞C1}。
·检验问题 H0:μ≥μ0←→H1:μ＜μ0，方差未知，否定域W={x:T＜C2}。
·检验问题 H0:σ2=σ02←→H1:σ2≠σ02，均值未知，否定域 W={x:u＞C2或＜C1}，

其中 u= 
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·检验问题 H0:σ2≤σ02←→H1:σ2＞σ02，均值未知，否定域W={x:u＞C2}。
·检验问题 H0:σ12=σ22←→H1:σ12≠σ22(两个正态分布样本)，否定域W={(x,y):F＜

C1或＞C2}，其中 F=
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·设 X~χ2(n1),Y~χ2(n2),X和 Y独立，
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·X~F(n1,n2)，则 1/X~F(n2,n1)；T~t(n)，则 T2~F(1,n)。
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。若 X~N(μ1,σ12),Y~N(μ2,σ22)，

X和 Y独立，μ1=μ2，σ12=σ22，则 T~t(n1+n2-2)。
·假设检验与置信区间的关系：若由数据，水平 a 下不否定 H0:θ=θ0，则充分必

要地，相应的 1-a水平的置信区间包含θ0。
3.5 临界值与 p值

·当 H0成立时，产生如观测数据同样奇怪或更奇怪的数据的概率。p 值在适中

范围内表示正常，太小表示 H0应受强烈怀疑，但不简单回答否定或不否定。

3.7 拟合优度检验

·χ2检验法：检验问题 H0:F(x)=F0(x)←→H1:F(x)≠F0(x)。设 X1,…,Xn是来自 X
的样本，在实轴上取 m个点 t1＜…＜tm将实轴分为 m+1段，vi表示落入第 i段的

个数，vi/n表示频率，pi表示相应概率，统计量 
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c m dyyg )( =a，于是 H0的否定域是

W0={V＞c}。【本质是：验证在 ti＜ti+1上的概率是不是 pi】
·检验问题 H0:F(x)∈{F0(x,θ1,…,θk):(θ1,…,θk)∈Θ}，利用多项分布求出θ1,…,θk的

最大似然估计θ10,…,θk0，即 0),,(
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。设 pi=pi(θ10,…,θk0)，

可以证明 
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npvV 服从 m-k 个自由度的χ2分布，k 是未知参数的个数。

实际应用中，求解θ10,…,θk0太麻烦，采用下述做法：先利用最大似然估计找出参

数估计值，得到分布函数，再利用基本的χ2(注意是 m-k个自由度)检验法。

·列联表的独立性检验：X的可能取值是 1~s，Y的可能取值是 1~t，“X取 i,Y

取 j”发生了 nij次，记 
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到 P(V＞c)=a，因此可以取否定域{W:V＞c}。 
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·Kolmogorov检验：检验问题 H0:F(x)=F0(x)，先求出经验分布函数 Fn(x)，计算

|)()(|sup 0 xFxFD n
Rx

n 


，若 H0成立，则 P(limnDn=0)=1（经验分布函数 Fn(x)一致

收敛真实分布函数），取否定域W0={Dn＞c}。可以证明，若 X的分布函数连续，

则 
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4 回归分析与线性模型

4.1 引言

·变量之间的关系：确定性关系、相关关系。

·回归分析：预测和控制。

4.2 一元线性回归

·最小二乘法： 
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2)ˆ( 是回归平方和。最小二乘估计下， UQlyy  。用比值 U/Q

来衡量线性关系的可信程度，比值越大可信度越高。

·设数据(xi,yi)有结构 yi=a+bxi+ei，检验假设 H0:b=0，若否定 H0，则说明 y 与 x
之间有线性关系，叫做相关性检验。当 H0被否定时，回归方程称为显著的。在

H0和 ei~N(0,σ2)条件下，
)2/( 


nQ
UF 服从自由度(1,n-2)的 F 分布，取否定域

W={F＞c}即可，c是 F(1,n-2)的 1-a分位数。计算 F时，可以用 UlQlbU yyxy  ,ˆ 。

· ba ˆ,ˆ 是 a,b 的无偏估计（任意分布）。当假设εi~N(0,σ2)成立时，σ2的 MLE 是

Q( ba ˆ,ˆ )/n，无偏估计是 Q( ba ˆ,ˆ )/(n-2)。
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·相关系数：
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·预测：在正态性假设下，随机变量
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 ，P(|T|≤c)=1-a，y0的 1-a水平置信区间是[ )2/(ˆ0  ndQcy ,

)2/(ˆ0  ndQcy ]。当 x0变化时，上下限轨迹构成双曲线。

·控制：解不等式 BndQcyAndQcy  )2/(ˆ,)2/(ˆ 00 得到 x0∈[c1,c2]。

·一元齐次线性回归：考虑 Y=bx+e，随机项 e 满足 Ee=0， 
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i
i

n

i
ii xyxb
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作最小二乘估计。检验假设 H0:b=0，统计量
)1/(

)ˆ(
1
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nQ

xb
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n

i
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服从(1,n-1)的 F分布，

因此有临界值 P(F＞c)=a，取否定域W0={F＞c}即可。

4.3 线性模型的参数估计

·多元线性回归： exy
p

i
ii 

1
 ，常假定：A：Eei=0，Eeiej=0，Eei2=σ2，B：e1,…

i.i.d.且 e1~N(0,σ2)。用矩阵表达为 Y=Xβ+e，X是 n×p矩阵，n＞p，A表达为 Ee=0，
Cov(Y,Y)=σ2I，B表达为 e~N(0,σ2I)。
·最小二乘估计： YXXXXYQ TT  



ˆ||||)(minargˆ 2 。

·定理：rank(X)=p，假设 A成立，则 1°  ˆE ；2°Cov(  ˆ,ˆ )=σ2(XTX)-1；3°

EQ( ̂ )=(n-p)σ2。这说明 ̂ 无偏，
pn

Q

)ˆ(
是σ2的无偏估计。若 X不满秩，未必有

无偏估计。

·线性可估性：cTβ是线性可估的，若存在 Y的线性函数 aTY使得 EaTY=cTβ。
·假定 A成立，cTβ线性可估当且仅当 cT是 X的行的线性组合。

·高斯-马尔可夫：对于线性模型 Y=Xβ+e，假定 A成立，̂ 是β的最小二乘估计，
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若 cTβ线性可估，则 cT ̂ =(a*)TY,a*∈μ(X)必为 cTβ的唯一最小方差线性无偏估计。

·若 ̂ 是β的最小二乘估计，则称 cT ̂ 是 cTβ的最小二乘估计。

·对于线性模型 Y=Xβ+e，假定 A成立，rank(X)=r，则
rn

Q

)ˆ(
是σ2的无偏估计。

·带约束的线性模型：Y=Xβ+e，Hβ=r0。消去多余参数法：解方程 Hβ=r0，将所

有参数用无约束的参数表示出来，再利用最小二乘法；拉格朗日乘子法：̂ 是最

小二乘估计存在 s×1 向量 c 使得 YXcHXX TTT ̂ 。这些方法估计的θi比

用 yi直接估计方差更小，故称平滑。

·进一步讨论：|XTX|→0，估计不稳定；可能受个别数据较大影响。

4.4 线性模型的假设检验

·给定线性模型 Y=Xβ+e，X是已知 n×p矩阵，β未知 p维向量，e~N(0,σ2I)，Y
是观测项，rank(X)=r。考虑检验问题 H0:Hβ=0，H 是 s×p 矩阵。令 W=μ(X)，

W0=μ(X)|Hβ=0，dimW0=q＜r，则 H0当且仅当ξ:=EY∈W0。  ˆ,0̂ 是 Y在W0和W

上的投影，广义似然比
2

2

2
00

||ˆ||
||ˆˆ||1

||ˆ||
||ˆ||

n

n

n

YY
Y
























 ，因此否定域W0={λ＞λ0}
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||ˆ||
||ˆˆ|| 







Y

。令 F=
)/(||ˆ||
)/(||ˆˆ||

2

2
0

rnY
qr







，否定域{F＞c}。在 H0成立时，F的

分布是 F(r-q,n-r)。

·称 ̂ˆ XYe  为残差， 2||ˆ|| eQ  为残差平方和。对于线性模型 Y=Xβ+e，假定 B

成立，̂ 是β的最小二乘估计，则 ̂X 和残差 ê ,残差平方和 Q独立，Q/σ2~χ2(n-r)。

·对于线性模型 Y=Xβ+e，假定 B成立，cTβ是β的可估线性组合， ̂ 是β的最小

二乘估计，Q是残差平方和，则 cT ̂ 和 Q相互独立；若 X满秩，则 ̂ 与 Q独立，

且 ̂ ~N(β,σ2(XTX)-1)。

·设 aTY是 cTβ的无偏估计且 a∈μ(X)，则称 a是 c的伴随元。

·对于线性模型 Y=Xβ+e，假定 B成立，并设 cTβ可估，则 )(~
||||ˆ
)ˆ( rnt

a
cT







，

其中 a是 c的伴随元，r是 X的秩，
rn

Q


̂ 。
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·若 cTβ可估，要检验 H0:cTβ=r0，用统计量 )(~
||||ˆ

ˆ
0 rnt

a
rct

T






 (在 H0条件下)，

否定域为{|t|＞c}。要求 cTβ的置信区间，由于 )(~
||||ˆ
)ˆ( rnt

a
cT







，P(|t|＞c)=a，

1-a置信水平区间是 ]ˆ||||ˆ,ˆ||||ˆ[  accacc TT  。

·cTβ可估，Y0=cTβ+e0，则 )(~
1||||ˆ

ˆ
2
0 rnt

a
YcT

T









。【预测 Y0】

4.5 回归分析（要求数据矩阵满秩）

·假设检验：H0:Hβ=0。  ˆ])([ˆ||ˆˆ|| 11
0 HHXXHHXX TTTT  ，其中 ̂ 是 LSE，

0̂ 是 H0条件下的 LSE。

·当线性检验通过后，才能检验回归系数是否为 0。X有 h个取值，H0:EYi=Xiβ，

X=Xi时有 ni次观测 Yij，则 Q= 
  


h

i
ii

h

i

n

j
iij

h

i

n

j
iij YYYY

ii

1

2

1 1

2

1 1

2 )()()(  =

Q1+Q2，Q1是随机误差，Q2是偏离线性模型的刻画。

·当 H0成立时， ),(~
)/(
)/(

1

2 hnphF
hnQ
phQF 




 。

·残差分析：去判别假定 B是否成立。e是残差，在假定 B下服从正态分布，则

Cov(e,e)=σ2(I-P)，Ee=0，其中 P=X(XTX)-1XT。令 
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i
iepnpn
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2)ˆ(
1

1
1

̂

ii

i
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1ˆ
ˆ


 ，后者叫作学生化残差，只要 n相当大，γi近似独立同分布服从标

准正态。这说明大致有[0.95n]个|γi|≤2，如不满足，应拒绝假设 B；满足则一般

应接受假设 B。

5 试验设计与方差分析

5.1 全面试验的方差分析

·仅有一个因素 A，可取 s个水平 A1,…,As，目标判断因素 A对指标 Y是否有影

响，如果有哪个水平更好。对每个水平平均安排 r次试验，第 i个水平的第 j个
结果为 Yij=μi+eij，{eij}独立同分布~N(0,σ2)，假设检验 H0:μ1=…=μs。

·当 s≥3时，记 iY 为水平 i下 Y的均值，Y是总平均。当 H0成立时，应相差不

大。总变差分解： 
  


s

i
i

s

i

r

j
iij

s

i

r

j
ij YYrYYYY

1

2

1 1

2

1 1

2 )()()( =SC+SA。SC刻画
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了随机误差方差σ2的大小，SA刻画了因素 A 对 Y 的影响。H0成立时 SA应当比

较小。取统计量
)1(/
)1/(





rsS
sSF

C

A ~F(s-1,s(r-1))。

·两因素试验的方差分系：A有 s个水平，B有 t个水平，每一组安排 r次试验，

数据为 Yij1,…,Yijr，模型为 Yij=μij+εijk，εijk独立同分布~N(0,σ2).假设检验有：A对

Y有无影响，B对 A有无影响，是否存在 A和 B的交互作用。参数变换

  
 

jiijij

s

i
ijj

t

j
iji

s

i

t

j
ij stst

,1,1,1
111 1

。αi称为 A的

主效应，βj为因素 B 的主效应，λij称为 A 和 B 的交互作用。模型可以表示为

Yijk=μ+αi+βj+λij+eijk。H1:α1=…=αs=0，H2:β1=…=βt=0，H3:λ11=…=λst=0。
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,
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2 )()()()()(

=SC+SA×B+SA+SB。H1成立时， ))1(,1(~
)1(/
)1/(

1 



 rstsF
rstS
sSF

c

A ；

H2成立时， ))1(,1(~
)1(/
)1/(

2 



 rsttF
rstS
tSF

c

B ；

H3成立时， ))1(),1)(1((~
)1(/
)1)(1/(

3 



  rsttsF
rstS
tsSF

c

BA 。

5.2 正交设计

·有 m≥2个因素，i个因素 Fi有 si个水平，m较大时，难以安排全面试验。

·正交设计研究可加模型，任意多个因素间不存在交互作用。

·当因素 Fi取λi时，可加模型为 eY
m

i
ii  

1
0 )( ，第一项称为一般平均，第

二项称为主效应，第三项随机误差服从正态分布。 0)(
1




i

i

s

ii


 。

·定义 A=(aij)是 n×m矩阵，其第 j列元素由 1,2,…,sj组成，如果对于任意 j1＜j2，
u∈(1,…,sj1),v∈(1,…,sj2)，|{i：(aij1,aij2)=(u,v)}|=n/(sj1×sj2)，则称 A正交表。若 s1=…
=sm=s，记 A为 Ln(sm)。

6 序贯分析初步

6.1 序贯分析的重要性与两个要素

·给定随机变量序列{X1,X2,…}，称取值于{1,2,…}的随机变量τ为停时，有

{τ=n}={(X1,…,Xn)∈Bn}。称τ是封闭的，如果 P(τ＜∞)=1。

·考虑假设检验 H1:f=f1←→H2:f=f2，似然比







 n

i
i

n

i
i

n

Xf

Xf

1
1

1
2

)(

)(
 。λn太小接受 f1，λn
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太大接受 f2，否则再抽一个。取待定常数 0＜A＜1＜B。

·序贯概率比检验(SPRT)：τ=inf{n:λn≤A 或λn≥B}。 



n

i i

i
n Xf

Xf
1 1

2 )
)(
)(log()log( 是

随机游动。如果 m(f1≠f2)＞0，则τ封闭。

·设 a是第一类错误概率，b是第二类错误概率，则 )1(),1(1 aAbb
B

a  。实

际应用中，给定 a,b，通常取
a
bB

a
bA 





1,

1
。

·设 )','(' d 为任意序贯检验法，其两类错误概率 a'≤a,b'≤b，其中 a,b是 SPRT

两类错误的概率，则 Eiτ≤Eiτ'。【控制错误率，最早停止】

7 统计决策与贝叶斯统计大意

7.1 统计决策问题概述

·称 R(θ,δ)=EXL(θ,δ(X1,…,Xn))为决策δ的风险函数。最优决策：R(θ,δ*)≤R(θ,δ)，
对任意θ∈Θ成立。

·称决策δ是可容许的，如果不存在δ'，使得 R(θ,δ')≤R(θ,δ)，且存在θ0使得不等

号严格成立。

·决策δ*是 minimax决策，若任意δ，有 sup{R(θ,δ*)|θ∈Θ}≤sup{R(θ,δ)|θ∈Θ}。
7.2 什么是贝叶斯统计

·设θ的先验分布为π(θ)，决策为δ，记   dR )(),()( 为δ的平均风险。

·若决策δ*使得平均风险达到最小，则称δ*为贝叶斯决策。

·得到数据 X后，只需在行动空间找δ使   dxxL )|())(,( 达到最小。

7.3 关于先验分布

·如果先验分布的类型使得后验分布仍为此类型，则称先验分布是密度函数的共

轭分布。

·设 X1,…,Xn是来自两点分布 B(1,p)的简单随机样本，若取参数 p的先验分布为

Beta(a,b)，则 p的后验分布为 Beta( 
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i xnbxa
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, )

·设 X1,…,Xn是来自 Possion分布的简单随机样本，取参数λ的先验分布为Γ(a,b)，

则λ的后验分布为为Γ( nbxa
n

i
i 



,
1

)。

·伽马分布是指数分布的共轭分布，正态分布是正态分布的共轭分布。

·称 Y服从逆伽马分布，如果 1/Y服从伽马分布，记为 IG(a,b)。
·正态分布均值已知，取方差的先验分布为逆伽马分布，则后验分布仍为逆伽马

分布。

·均匀分布的共轭分布是 Pareto分布。

·层次贝叶斯学派：参数θ服从带有超参数α的分布，而α又服从某个分布。

7.4 马氏链随机模拟
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·利用随机模拟方法，通过分步抽样，构造一个适当的马氏链，得到近似的、相

依的后验分布模拟样本，并通过此样本计算后验的特征，如均值、分位数等。

·Gibbs sampler：a=(a1,…,an)，固定其他分量 a-i=(a1,…,ai-1,ai+1,…,an)，p(ai|a-i)往往

很简单。

·MH算法：根据 p(a(m),a(m+1))选择 a(m+1)，再以 min{1,r(a(m),a(m+1))}概率接受。

·估计方法：burn-in；采取若干次循环，每次循环只记录一个样本；独立产生若

干个链，得到近似 i.i.d.的样本。

8 抽样调查概述

8.1 简介

·调查吸毒率 r，可以问你是否出生在下半年且不吸毒？回答是的概率是(1-r)/2，
否的概率是(1+r)/2，用 n1/n2=(1-r)/(1+r)计算出 r。


