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1 绪论

1.2 基本术语

数据集：记录的集合

示例/样本：关于一个事件或对象的描述，也称为特征向量

属性/特征：反映对象在某方面的表现或性质的事项；张成的空间称为属性空间

属性值：属性上的取值

维数：样本 xi属性描述的个数

学习/训练：从数据中学得模型的过程，通过执行某个学习算法完成

假设：学得模型对应的关于数据的某种潜在的规律

样例：拥有标记（关于示例结果的信息）的示例

标记空间/输出空间：所有标记的集合

分类：预测离散值的学习任务

回归：预测连续值的学习任务

测试：学得模型后，使用其进行预测的过程

测试样本：被预测的样本

聚类：将训练集中的西瓜分成若干组，每组称为一个簇

监督学习：拥有标记信息的训练数据的学习任务，如分类和回归

无监督学习：不拥有标记信息的训练数据的学习任务，如聚类

泛化能力：学得模型适用于新样本的能力

1.3 假设空间

我们可以把学习过程看作一个在所有假设（的训练结果）组成的空间中进行搜索

的过程，搜索目标是找到与训练集匹配的假设。现实问题往往具有很大的假设空

间，但学习过程是基于有限样本训练集进行的，因此可能有多个假设与训练集一

致，称之为版本空间（即结果符合给定的样本集）。

1.4 归纳偏好

归纳偏好：机器学习算法在学习过程中对某种类型假设的偏好

Occam's razor（奥卡姆剃刀）：若有多个假设与观察一直，则选最简单的那个

No Free Lunch Theorem（没有免费的午餐定理）：

1°对所有可能的的目标函数求平均，得到的所有学习算法的“非训练集误差”的
期望值相同；

2°对任意固定的训练集，对所有的目标函数求平均，得到的所有学习算法的“非
训练集误差”的期望值也相同；

3°对所有的先验知识求平均，得到的所有学习算法的“非训练集误差”的期望值

也相同；

4°对任意固定的训练集，对所有的先验知识求平均，得到的所有学习算法的“非
训练集误差”的期望值也相同。

意义：脱离具体问题，空泛地谈论“什么学习算法更好”毫无意义。要谈论算法的

相对优劣，必须要针对具体的学习问题。学习算法自身的归纳偏好与问题是否相

配，往往会起到决定性的作用。

2 模型评估与选择

https://baike.baidu.com/item/%E6%9C%9F%E6%9C%9B%E5%80%BC/8664642
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2.1 经验误差与过拟合

错误率：分类错误的样本数占样本总数的比例

误差：学习器的实际预测输出与样本的真实输出之间的差异

训练误差/经验误差：学习器在训练集上的误差

泛化误差：学习器在新样本上的误差

过拟合：将训练样本自身的一些特点当成了潜在样本都会具有的一般性质，导致

泛化性能的下降；过拟合是无法避免的

欠拟合：训练样本的一般性质尚未学好

2.2 评估方法

考虑只有一个包含 m 个样例的数据集 D={(x1,y1),(x2,y2),…(xm,ym)}，对 D 进行适

当处理，从中产生出训练集 S 和测试集 T
·留出法

直接将数据集 D 划分为两个互斥的集合，应尽可能保持数据分布的一致性

一般要采用若干次随机划分

问题：若 S 大，则 T 评估结果可能不够稳定准确；若 T 大，则 S 与 D 差别更大，

训练出的模型可能由较大差别，降低了评估结果的保真性。

·p 次 k 折交叉验证法

将数据集 D 划分为 k 个大小相似的互斥子集，每个子集尽可能保持数据分布的

一致性。每次用 k-1 个子集的并集作为训练集，余下的那个子集作为测试集。随

机使用不同的划分重复 p 次。

若 k=|D|，则得到留一法，该方法不受随机样本划分方式的影响。绝大多数情况

下，留一法中被实际评估的模型与期望评估的用 D 训练出的模型很相似。

问题：留一法的开销难以忍受，而且估计结果也未必永远准确（NFL 定理）

·自助法

给定包含 m 个样本的数据集 D，对它进行采样产生数据集 D'：每次随机从 D 中

挑选一个样本，拷贝放入 D'，再将该样本放回初始数据集 D 中，使得该样本在

下次采样时仍有可能被采到；这个过程重复执行 m 次后，得到了包含 m 个样本

的数据集 D'。计算得到初试数据集 D 中约有 36.8%的样本未出现在采样数据集

D'中，可将 D'用作训练集，D\D'用作测试集。该方法对数据集较小、难以有效划

分训练/测试集时很有用，对集成学习等方法也有很大的好处。

问题：改变了初始数据集得到分布，会引入估计偏差。在数据量足够时，留出法

和交叉验证法更常用。

·调参与最终模型

大多数学习算法都有参数需要设定，参数配置不同，学得模型的性能往往有显著

差别；因此，除了对使用学习算法进行选择，还需要对算法参数进行设定。

在模型选择完成后，学习算法和参数配置已经选定，这时应该用整个数据集 D
重新训练模型。

通常把学得模型在实际使用中遇到的数据称为测试数据，模型评估与选择中用于

评估测试的数据集常称为验证集。

2.3 性能度量

给定样例集 D={(x1,y1),(x2,y2),…(xm,ym)}，考虑均方误差：
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对于一般的数据分布 D 和概率密度函数 p(·)，考虑均方误差：
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·错误率与精度

错误率：  
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·查准率、查全率与 F1
考虑真正例(TP)、假正例(FP)、真反例(TN)、假反例(FN)，则 TP+FP+TN+FN=
样例总数。

混淆矩阵：

查准率定义为
FPTP

TPP


: ，查全率定义为
FNTP

TPR


: 。

查准率和查全率通常是一对矛盾的度量。

我们可以根据学习器的预测结果对样例按可能性高低到进行排序，逐个把样本作

为正例进行预测，可以得到 P-R 曲线。如果一个学习器的 P-R 曲线完全包住另

一个学习器的 P-R 曲线，则可断言前者优于后者。

人们设计了一些综合考虑查准率、查全率的性能度量：

平衡点（BEP）：查准率=查全率时的取值。

F1 度量：
TNTP

TP
RP
RPF









样例总数

22:1

在一些应用中，对查准率和查全率的重视程度有所不同。我们考虑 F1 度量的一

般形式： )0(
)(

)1(
2

2





 



 RP
RPF 。

β＞1 时查全率有更大影响，β＜1 时查准率有更大影响。

我们希望在 n 个二分类混淆矩阵上综合考察查准率和查全率。

先分别计算查准率和查重率，得到(P1,R1),(P2,R2),…,(Pn,Rn)，再计算平均：

宏查准率： 
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
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

也可以先将混淆矩阵对应元素进行平均，得到 FNTNFPTP ,,, ，再基于这些数据

计算：

真实情况
预测结果

正例 反例

正例 TP FN
反例 FP TN
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微查准率：
FPTP

TPPmicro


 : ；微查全率：
FNTP

TPRmicro


 :

)()(
)()(2:1

RmicroPmicro
RmicroPmicroFmicro






·ROC 与 AUC
很多学习器是为测试样本产生一个实值或概率预测，然后将这个预测值与一个分

类阈值进行比较，大于阈值则分为正类，否则为反类。

ROC 曲线（受试者工作特征 Receiver Operating Characteristic 曲线）：纵坐标为

真正例率 TPR，横坐标为假正例率 FPR

FNTP
TPTPR


: ；
FPTN

FPFPR


:

与 P-R 图类似，若一个学习器的 ROC 曲线完全包住另一个学习器的 ROC 曲线，

则可断言前者性能优于后者。若曲线交叉，则可以考虑 ROC 曲线下的面积，即

AUC（Area Under ROC Curve）。

离散情形绘制 ROC 曲线：给定 m+个正例和 m-个反例，先将分类阈值设为最大，

预测所有样例均为反例，此时 TPR 和 FPR 均为 0，标记点为(0,0)；然后再从高

到低依次调整分类阈值为当前预测值。设前一个标记点坐标为(x,y)，若当前样本

为真正例，则坐标为 )1,( 
m

yx ；若为假正例，则坐标为 ),1( y
m

x  ；若是一组

样本，则只记录这组全部坐标的起点和终点（中间点忽略）。然后依次用线段连

接相邻点即可。

设 ROC 曲线是由坐标为{(x1,y1),(x2,y2),…,(xm,ym)}的点按序连接而形成的曲线，

则 



 

1

1
11 ))((

2
1 m

i
iiii yyxxAUC 。

AUC 考虑的是样本预测的排序质量，因此它与排序误差紧密联系。给定 m+个正

例和 m-个反例，令 D+和 D-分别表示正、反例集合，则排序“损失”定义为：

 
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即考虑每一个正例和每一个反例，若正例预测值小于反例，则记 1 个“罚分”；

若相等，则记 0.5 个“罚分”。

容易看出， rankl 对应的是 ROC 曲线之上的面积，因此有 ranklAUC 1 。

·代价敏感错误率与代价曲线

为权衡不同类型错误所造成的不同损失，可为错误赋予“非均等代价”。

二分类代价矩阵（cost matrix）：

真实类别
预测类别

第 0 类 第 1 类

第 0 类 0 cost01

第 1 类 cost10 0
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代价敏感错误率：（设第 0 类为正类，第 1 类为反类，D+代表样例集 D 的正例

子集，D-代表反例子集）











 

  Dx
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Dx
ii

ii

costyxfcostyxf
m

costDfE 1001 ))(())((1);;( 

代价曲线：横轴是取值为[0,1]的正例概率代价

1001

01

)1(
)(

costpcostp
costpcostP




 ，p 是样例为正例的概率

纵轴是取值为[0,1]的归一化代价

1001

1001

)1(
)1(

costpcostp
costpFPRcostpFNRcostnorm 


 ，FPR 是假正例率，FNR 是假反

例率，FNR=1-TPR。
代价曲线的绘制：ROC 曲线上每一点对应了代价平面上的一条线段，设 ROC 曲

线上点的坐标为(FPR,TPR)，相应计算出 FNR，然后在代价平面上绘制一条从

(0,FPR)到(1,FNR)的线段，线段下的面积即表示了该条件下的期望总体代价；如

此将 ROC 曲线上的每个点转化为代价平面上的一条线段，然后取所有线段的下

界，围成的面积即为在所有条件下学习器的期望总体代价。

2.5 偏差与方差

对测试样本 x，设 yD为 x在数据集中的标记，y 为 x的真实标记，f (x;D)为训练

集 D 上学得模型 f在 x上的预测输出。以回归任务为例：

学习算法的期望预测为： )];([E)( Dff D xx  ；

使用样本数相同的不同训练集产生的方差为：   2
)();(E)( xxx fDfvar D  ；

噪声为：  22 )(E yyDD  ，便于讨论设   0E  yyDD ；

期望输出与真实标记的差别称为偏差，即：  22 )()( yfbias  xx ；

因此期望泛化误差（学习器输出结果与实际标记偏离程度的期望）：

   222 )()();(E);(  xxx varbiasyDfDfE DD ；

也就是说，泛化误差可分解为偏差、方差与噪声之和。

偏差度量了学习算法的期望预测与真实结果的偏离程度，即刻画了学习算法本身

的拟合能力；方差度量了同样大小的训练集的变动所导致的学习性能的变化，即

刻画了数据扰动所造成的影响；噪声则表达了在当前任务上任何学习算法所能达

到的期望泛化误差的下界，即刻画了学习问题本身的难度。

一般来说，偏差与方差是有冲突的，这被称为偏差-方差窘境。训练不足时，学

习器拟合能力不够强，训练数据的扰动不足以使学习器产生显著变化，此时偏差

主导了泛化错误率；在训练程度充足后，学习器的你和能力已非常强，训练数据

发生的轻微扰动都会导致学习器发生显著变化；若训练数据自身的、非全局的特

性被学习器学到了，则将发生过拟合。

3 线性模型
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3.1 基本形式

给定 d个属性描述的示例 x = (x1,x2,…,xd)，其中 xi是 x在第 i个属性上的取值，

线性模型试图学的一个通过属性的线性组合来进行预测的函数，即 f (x) = ωTx +
b。ω和 b确定后，模型就得以确定。

3.2 线性回归

给定数据集 D = {(x1,y1),…,(xm,ym)}，线性回归试图学得 f (xi) = ωxi+b，使得 f (xi)
≈yi。先考虑一维情况。

均方误差最小化： 



m

i
ii

b
yxfb

1

2

),(
))((minarg*)*,(


 。基于均方误差最小化来进行

模型求解的方法称为“最小二乘法”。

最优解： 2

11

2

1

1
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










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


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i
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m

i
ii

x
m

x

xxy
 ， 




m

i
ii xy

m
b

1
)(1  。

再考虑多元线性回归。方便讨论，记 );(ˆ bωω  ；把数据集 D 表示成一个 m×(d+1)

大小的矩阵 X，其中每行对应于一个示例，前 d 个元素对应于示例的 d 个属性值，

最后一个元素恒置为 1；再把标记也写成向量 y = (y1,…,ym)，那么有：

)ˆ()ˆ(minarg*ˆ
ˆ

ωXyωXyω
ω

 T 。

记 )ˆ()ˆ(ˆ ωXyωXyω  TE ，则 )ˆ(2
ˆ

ˆ yωXX
ω
ω 


 TE

。

当 XTX为满秩矩阵时，得 yXXXω TT 1)(*ˆ  ，此时 yXXXxx TTT
iif 1)(ˆ)ˆ(  。

现实生活中，XTX往往不是满秩矩阵。此时可解出多个 ω̂，它们都能使均方误差

最小化。选择哪一个解作为输出，将由学习算法的归纳偏好决定。

对数线性回归：ln y = ωTx + b。
广义线性模型：y = g-1(ωTx + b)，其中 g(·)单调可微，称为联系函数。

3.3 对数几率回归

考虑二分类任务，利用 Sigmoid 函数，即是
)(1

1
bT

e
y




xω
（真实标记为{0,1}）.

将 y视为样本 x作为正例的可能性，则 1-y是其反例可能性，两者的比值称为“几

率”，对几率取对数则得到对数几率： b
y
y T 


xω
1

ln 。我们实际上是在用线

性回归模型的预测结果去逼近真实标记的对数几率，称为“对数几率回归”。

b
yp
yp T 

 xω

x
x

)|0(
)|1(ln ，那么

b

b

T

T

e
eyp








xω

xω

x
1

)|1( ，
bT

e
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


xω
x

1
1)|0(

采用“极大似然法”。对率回归模型最大化“对数似然” 



m

i
ii bypbl

1
),;|(ln),( ωxω ，
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即是每个样本属于其真实标记的概率越大越好。令 );( bωβ  , )1;(ˆ xx  ，从而有

xβxω ˆTT b  ；再设 );ˆ|0();ˆ(),;ˆ|1();ˆ( 01 βxβxβxβx  yppypp ，则似然项

可重写为 );ˆ()1();ˆ(),;|( 01 βxβxωx iiiiii pypybyp  ，代入知最大化 ),( bl ω 等价

于最小化   



m

i
i

T
i

i
T

eyl
1

1ln)( xβxββ 。这是关于β的高阶可导连续凸函数，经

典的数值优化算法都可求得其最优解。以牛顿法为例，其第 t + 1 轮迭代解的更

新公式为
β
β

ββ
βββ



















 )()(
12

1 ll
T

tt ，其中







 m

i
iii pyl

1
1 ));((ˆ)( βxx

β
β

， 





 m

i
ii

T
iiT ppl

1
11

2

));ˆ(1)(;ˆ(ˆˆ)( βxβxxx
ββ
β

。

4 决策树

4.1 基本流程

一棵决策树包含一个根节点、若干个内部结点和若干个叶结点。叶结点对应于决

策结果，其他每个结点则对应于一个属性测试；根结点包含样本全集，从根结点

到每个叶结点的路径对应了一个测试判定序列。

接下来我们重点讨论如何选择最优划分属性。

4.2 划分选择

信息熵：当前样本集合 D 中第 k 类（标记种类数）样本占比为 pk(k=1,2,…,|y|)，
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定义 D 的信息熵为： 



||

1
2log)(

y

k
kk ppDEnt 。Ent(D)值越小，D 的纯度越高。

假定离散属性 a 有 V 个可能的取值{a1,a2,…,aV}，若使用 a 来对样本集 D 进行划

分，则会产生 V 个分支结点，其中第 v 个分支结点包含了 D 中所有在属性 a 上

取值为 av的样本，记为 Dv。定义用属性 a 对样本集 D 进行划分所获得的“信息

增益”： 



V

v

v
v

DEnt
D
DDEntaDGain

1
)(

||
||)(),( 。信息增益越大，用属性 a 来进

行划分所获得的“纯度提升”越大。（ID3 决策树算法）

增益率：
)(

),(),(_
aIV
aDGainaDratioGain  ，其中 




V

v

vv

D
D

D
DaIV

1
2 ||

||log
||
||)( 称为属

性 a 的固有值（“固有”：与标记无关）。属性 a 的可能取值数目越多，IV(a)
的值通常会越大。一般来说，先从候选划分属性中找出信息增益高于平均水平的

属性，再从中选择增益率最高的。（C4.5 决策树算法）

基尼指数： 



||

1

21)(
y

k
kpDGini ，反映了数据集 D 中随机抽取两个样本，其类别

标记不一致的概率；因此 Gini(D)值越小，数据集 D 的纯度越高。

属性 a 的基尼指数定义为： 



V

v

v
v

DGini
D
DaDindexGini

1
)(

||
||),(_ 。于是，我们在

候选属性集合 A 中，选择那个使得划分后基尼指数最小的属性作为最优划分属

性。我们也可以按照特征 A 是否取值为 ai对数据集 D 进行二分；D=DiA∪[D-DiA]，

A=ai的基尼指数定义为 )(
||

||)(
||
||),( A

i

A
iA

i

A
i

id DDGini
D
DDDGini

D
DaADGini 




Ginid(D,A=ai)越小，特征 A=ai分类能力越强。因此 CART 算法可以是二路划分，

即是选择属性 A 及最小 Gini 指数对应值 ai。（CART 决策树算法）

相关研究表明，采用不同的最优特征选择准则，对决策树的规模有影响，但对其

泛化能力影响不大。

4.3 剪枝处理

剪枝是决策树学习算法对付“过拟合”的主要手段。

预剪枝：在决策树生成过程中，对每个结点在划分前先进行估计，若当前结点的

划分不能带来决策树泛化性能的提升，则停止划分并将当前结点标记为叶结点。

后剪枝：先从训练集生成一颗完整的决策树，然后自底向下地对非叶结点进行考

察，若将该结点对应的子树替换为叶结点能带来决策树泛化性能提升，则将该子

树替换为叶结点。

判断决策树泛化性能的提升可以采用 2.2 节介绍的性能评估方法。

一方面，预剪枝降低了过拟合的风险，显著减少了决策树的训练时间开销和测试

时间开销；另一方面，有些分支的当前划分虽不能提升泛化性能，但在其基础上

进行的后续分化却有可能导致性能显著提高；预剪枝基于“贪心”本质禁止一些

分支展开，给预剪枝决策树带来了欠拟合的风险。



9

后剪枝决策树通常比预剪枝决策树保留了更多的分支，一般情况下欠拟合风险

小，泛化能力往往优于预剪枝决策树；但是后剪枝过程实在生成完全决策树之后

进行的，并且要自底向下注意考察，训练时间开销比其他决策树大很多。

4.4 连续与缺失值

·连续值处理

给定样本集 D 和连续属性 a，假定 a 在 D 上出现了 n 个不同的取值，将这些值从

小到大排序，记为{a1,a2,…,an}。基于划分点 t 可将 D 分为子集 Dt-（取值不大于

t 的样本）和 Dt+（取值大于 t 的样本）。对连续属性 a，我们往往考察包含 n-1

个元素的候选划分点集合 }11,
2

{ 1 


  niaaT ii
a ，然后就可以像离散属性值一

样来考察这些划分点，选择最优的划分点来进行样本集合的划分。例如，我们有







},{
)(

||
||min)(),,(max),(






t
t

TtTt
DEnt

D
DDEnttaDGainaDGain

aa

。

·缺失值处理

不完整样本，即样本的某些属性值缺失。我们需解决 2 个问题：1°如何在属性

值缺失的情况下进行属性选择？2°给定划分属性，若样本在该属性上的值缺失，

如何对样本进行划分？

给定训练集 D 和属性 a，令 D'表示在属性 a 上没有缺失值的样本子集。对于问题

1，我们可以根据 D'来判断属性 a 的优劣。令 D'v表示 D'中在属性 a 上取值为 av

的样本子集，D'k表示 D'中第 k 类（标记种类数）的样本子集。假定我们为每个

样本 x赋予一个权重ωx，并定义：








D

D

x
x

x
x




 ' ；








D

D
k

kp

x
x

x
x




'' ；








D

D
v

vr

x
x

x
x




'' 。（不是简单的个数比例）

直观地看，对属性 a，ρ表示无缺失值样本所占的比例，p'k表示无缺失值样本中

第 k 类所占的比例，r'v 则表示无缺失值样本中在属性 a 上取值 av 的样本所占的

比例。我们将信息增益的计算式推广为：









 



V

v

v
v DEntrDEntaDGainaDGain

1
)'(')'(),'(),(  ，

其中 



||

1
2 'log')'(

y

k
kk

v ppDEnt 。（C4.5 决策树）

在学习开始时，每个样例的权值均为 1；划分后，出现属性缺失的样本同时进入

所有分支，但权重在子结点中调整为
||
||

D
Dv

（绝对数量之比）。显然有该样本所

有子结点的权重之和是 1。
4.5 多变量决策树

我们把每个属性视为坐标空间中的一个坐标轴，则 d 个属性描述的样本就对应了

d 维空间中的一个数据点，对样本分类意味着在这个坐标空间中寻找不同类样本

之间的分类边界。普通的决策树所形成的分类边界往往由若干个与坐标轴平行的
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分段组成。

多变量决策树：能实现复杂划分的决策树，允许使用若干特征的线性组合作为切

分当前数据集的最优特征，相当于对每个非叶结点学习一个合适的线性分类器，

可以用斜的划分边界来逼近复杂的真实分类边界。

5 神经网络

5.1 神经元模型

神经网络：具有适应性的简单单元组成的广泛并行互连的网络，它的组织能够模

拟生物神经系统对真实世界物体所作出的交互反应。其最基本的成分是神经元模

型，即上述定义中的“简单单元”。

M-P 神经元模型：神经元接收到来自 n个其他神经元传递过来的输入信号，这些

输入信号通过带权重的连接进行传递，神经元接收到的总输入值将与神经元的阈

值进行比较，然后通过激活函数 )(
1

  


n

i
iixfy 处理以产生神经元的输出。常

采用 Sigmoid（形似 S 的函数）函数（如 xe
x 


1
1)(sigmoid ）作为激活函数。

5.2 感知机与多层网络

感知机由两层神经元组成，输入层接收外界输入信号后传递给输出层，输出层是

M-P 神经元，亦称“阈值逻辑单元”。
阈值θ可以看作一个固定输入为-1.0 的哑结点所对应的连接权重ωn+1，这样就可

统一为权重的学习。感知机的学习规则如下：对训练样例(x,y)，若当前感知机的

输入为 y'，则感知机的权重这样调整：ωi←ωi+Δωi，Δωi=η(y-y')xi。

若两类学习模式是线性可分的，即存在一个线性超平面能将它们纷纷开，则感知

机的学习过程一定会收敛而求得适当的权向量ω=(ω1,ω2,…,ωn+1)；否则感知机学

习过程将会发生振荡，ω难以稳定下来，不能求得合适解。

要解决非线性可分问题，需考虑使用多层功能神经元。输吹曾与输入层之间的神

经元称为隐含层，隐含层和输出层神经元都是拥有激活函数的功能神经元。

更一般地，常见的神经网络是层级结构，每层神经元与下一层神经元全互连，神

经元之间不存在同层连接，也不存在跨层连接。这样的神经网络结构通常称为“多

层前馈神经网络”。神经网络“学”到的东西，蕴含在连接权与阈值中。

5.3 误差逆传播(error BackPropagation,BP)算法

给定训练集 D = {(x1,y1),…,(xm,ym)}, xi∈Rd,yi∈Rl，即输入示例由 d 个属性描述，

输出 l维实值向量。便于讨论，我们给出一个拥有 d 个输入神经元，l个输出神

经元，q 个隐层神经元的多层前馈（指网络拓扑结构上不存在环或回路）网络结

构，其中输出层的第 j 个神经元的阈值用θj 表示，隐层第 h 个神经元的阈值用γh

表示，输入层第 i 个神经元与隐层第 h 个神经元之间的连接权为 Vih，隐层第 h
个神经元与输出层第 j 个神经元之间的连接权为 Whj。记隐层第 h 个神经元接收

到的输入为αh=Σi=1,…,dVihxi，输出层第 j 个神经元接收到的输出为βj=Σh=1,…,qWhjbh，

其中 bh为隐层第 h 个神经元的输出。

对训练例(xk,yk)，假定神经网络的输出为 y'k = (y'k1,…,y'kl)，即 y'k j = f (βj-θj)，则网

络在(xk,yk)上的均方误差为 



l

j

j
k

j
kk yyE

1

2)'(
2
1

。



11

图中的网络需要有(d+l+1)q+l个参数需确定。BP 是一个迭代学习算法，在迭代

的每一轮中采用广义的感知机学习规则对参数进行更新估计，任意参数的更新估

计式为 v←v+Δv。基于梯度下降策略，以目标的负梯度方向对参数进行调整，对

误差 Ek，给定学习率η，有ΔWhj=
hj

j

j

j
k

j
k

k

hj

k

W
y

y
E

W
E





















 '

'
，

其中 h
hj

j b
W





, )(')'('

' jj
j
k

j
k

j

j
k

j
k

k fyyy
y
E 










 j
j
k

j
k

j
k

j
k gyyyy  :)')('1(' 。

那么得到ΔWhj=ηgjbh，类似得到Δθj=-ηgj，ΔVih=ηehxi，Δγh=-ηeh，

其中 eh=bh(1-bh)


l

j
jhjgW

1
。

学习率η∈(0,1)控制着算法每一轮迭代中的更新步长，若太大则容易振荡，太小

则收敛速度过慢。



12

BP 算法的目标是最小化训练集 D 上的累计误差 



m

k
kEm

E
1

1
。我们上面介绍的

“标准 BP 算法”是仅针对一个训练样例更新连接权和阈值，如果类似地推导出

基于累计误差最小化的更新规则，就就得到了累计误差逆传播算法（累计 BP 算

法）。一般来说，标准 BP 算法每次更新只针对单个样例，参数更新的非常频繁，

而且对不同样例进行更新的效果可能出现“抵消”现象。因此，为了达到同样的

累计误差极小点，标准 BP 算法往往需进行更多次数的迭代。累计 BP 算法直接

针对累计误差最小化，它在读取整个训练集 D 一遍后才对参数进行更新，其参

数更新的频率低很多。但在很多任务中，累计误差下降到一定程度之后，进一步

下降会非常缓慢，这时候标准 BP 往往会更快获得较好的界，尤其是在训练集 D
非常大时更明显。

Hornik 证明：只需一个包含足够多神经元的隐层，多层前馈网络就能以任意精度

逼近任意复杂度的连续函数。然而，如何设置隐层神经元的个数仍是个未决问题，

实际应用中通常靠“试错法”调整。

由于强大的表示能力，BP 神经网络经常遭遇过拟合，训练误差持续降低，但测

试误差却可能上升。有两种策略常用来缓解 BP 网络的过拟合：一种是“早停”，

即是将数据分成训练集和验证集，训练集用来计算梯度、更新连接权和阈值，验

证集用来估计误差，若训练集误差降低但验证集误差升高，则停止训练；另一种

是“正则化”，即是在误差目标函数中增加一个用于描述网络复杂度的部分，例

如连接权与阈值的平方和（使得训练过程偏好比较小的连接权和阈值，使网络输

出更加“光滑”），误差目标函数改为 



i

i

m

k
kEm

2

1
)1(1  ，其中 )1,0( 用

于对经验误差与网络复杂度这两项进行这种，常通过交叉验证法来估计。

5.4 全局最小与局部极小

跳出局部极小的方法：

1. 多组不同参数值初始化多个神经网络，在可能陷入不同的局部极小中选择有

可能获得更接近全局最小的结果；

2. 模拟退火技术，每一步都以一定概率接受比当前解更差的结果；

3. 使用随机梯度下降，在计算梯度时加入随机因素；

4. 遗传算法。

上述用于跳出局部极小的技术大多是启发式（基于直观或经验构造的算法），理

论上缺乏保障。

5.5 其他常见神经网络

RBF（径向基函数）网络：单隐层前馈神经网络，使用径向基函数（某种沿径向

对称的标量函数，通常定义为样本到数据中心之间欧氏距离的单调函数）作为激

活函数，输出层是对隐层神经元输出的线性组合，可表示为 



q

i
ii cw

1
),()( xx  ，

其中 q是隐层神经元个数，ci和 wi分别是第 i个隐层神经元所对应的中心和权重，

ρ是径向基函数。已经证明具有足够多隐层神经元的 RBF 网络能以任意精度逼近

任意连续函数。训练时，先采用随机采样、聚类等方法确定 ci，再利用 BP 算法。

竞争性学习：无监督学习策略，网络的输出神经元相互竞争，每一时刻仅有一个
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竞争获胜的神经元被激活，其余被抑制，称为“胜者通吃”原则。

ART（自适应谐振理论）网络：一种竞争性学习。由比较层、识别层、识别阈值

和重置模块构成。比较层负责接收输入样本，并传递给识别层。识别层每个神经

元对应一个模式类，神经元数目可在训练过程中动态增长以增加新的模式类。在

接收到比较曾的输入信号后，识别层神经元之间相互竞争产生获胜神经元。竞争

最简单方式是计算输入向量与每个识别层神经元所对应模式类的代表向量之间

的距离，距离最小者胜。获胜神经元向其他识别层神经元发送信号，抑制其激活。

若输入向量与获胜神经元所对应的代表向量之间的相似度大于识别阈值，则当前

输入样本将归为该代表向量所属类别，同时更新连接权，使得以后在接收到相似

输入样本时会计算出更大的相似度。若相似度不大于识别阈值，则重置模块将在

识别层增设一个神经元，其代表向量就设置为当前输入向量。

识别阈值对 ART 网络的性能有重要影响。当识别阈值较高时，输入样本将会被

分成比较多、比较精细的模式类，而如果识别阈值比较低，则会产生比较少、比

较粗略的模式类。

ART 缓解了竞争性学习中的“可塑性-稳定性窘境”，并可以增量学习或在线学

习。（增量学习：学得模型后，再接受新样例时，仅需根据新样例对模型进行更

新，不必重新训练整个模型，并且先前学得的有效信息不会被冲掉；在线学习：

每获得一个新样本就进行一次模型更新，是增量学习的特例。）

SOM（自组织映射）网络：竞争性学习，将输入的高

维数据映射到低维空间，保持输入数据在高维空间的

拓扑结构，即将高维空间中相似的样本点映射到网络

输出层中的邻近神经元。

SOM 网络中每个神经元拥有一个权向量，网络接收输

入向量后，将会确定输出层获胜神经元，它决定了该

输入向量在低维空间中的位置。SOM 训练目标就是为每个输出层神经元找到合

适的权向量，以达到保持拓扑结构的目的。

训练过程“在接收到一个训练样本后，每个神经元会计算该样本与自身携带的权

向量之间的距离，距离最近的神经元成为竞争获胜者，称为最佳匹配单元。然后，

最佳匹配单元及其邻近神经元的权向量将被调整，以使得这些权向量与当前输入

样本的距离缩小。这个过程不断迭代，直至收敛。

CC（级联相关）网络：将网络结构当作学习目标，并希望能在训练过程中找到

最符合数据特点的网络结构。主要包含两个成分：“级联”和“相关”。级联是

指建立层次连接的层次结构。在开始训练时，网络只有输入层和输出层，处于最

小拓扑结构；随着训练的进行，新的隐层神经元逐渐加入，从而创建起层级结构。

当新的隐层神经元加入时，其输入端连接权值是冻结固定的。相关是指通过最大

化新神经元的输出与网络误差之间的相关性来训练相关的参数。

递归神经网络：允许网络中出现环形结构，从而可让一些神经元的输出反馈回来

作为输入信号。这使得网络在 t时刻的输出状态还与之前时刻的网络状态有关，

从而能处理与时间有关的动态变化。

Elman 网络：递归神经网络之一。隐层神经元的输出被反馈

回来，与下一时刻输入层神经元提供的信号一起作为隐层神

经元在下一时刻的输入。采用 Sigmoid 激活函数，网络训练

采用推广的 BP 算法进行。

Boltzmann 机：为网络状态定义一个“能量”，能量最小化
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时网络达到理想状态，网络的训练就

是最小化能量函数。神经元分为显层

和隐层，显层用于表示数据的输入与

输出，隐层则被理解为数据的内在表

达。Boltzmann 机中的神经元都是布

尔型的，1 表示激活，0 表示抑制。

令向量 s∈{0,1}n表示 n个神经元的

状态，wij表示神经元 i,j之间的连接权，θi表示神经元 i的阈值，则状态向量 s

所对应的 Boltzmann 机能量定义为  




 


n

i
ii

n

i

n

ij
jiij ssswE

1

1

1 1
)( s 。若网络中的神

经元以任意不依赖于输入值的顺序进行更新，则网络最终将达到 Boltzmann 分

布，此时状态向量 s出现的概率将仅有其能量与所有可能状态向量的能量确定：

)(

)(

)( t

s

s E
t

E

e
eP 




 。Boltzmann 机的训练过程就是将每个训练样本视为一个状态变

量，使其出现的概率尽可能大。标准的 Boltzmann 机是一个全连接图，训练网络

的复杂度很高，这使其难以用于解决现实任务，故常采用受限 Boltzmann 机。

受限 Boltzmann 机常用“对比散度”CD 算法来进行训练。假定网络中有 d个显

层神经元和 q个隐层神经元，令 v和 h分别表示显层与隐层的状态变量，则由于

同一层不存在连接，有 



d

i
ivPP

1

)|()|( hhv ， 



q

i
ihPP

1

)|()|( vvh 。CD 算法对

每个训练样本 v，先计算出隐层神经元状态的概率分布，然后根据这个概率分布

采样得到 h；再根据 h产生 v'，v'产生 h'；连接权的更新公式为Δw=η(vhT-v'h'T)。
5.6 深度学习

随着大数据时代的到来，计算能力大幅提高，计算数据大幅增加，以深度学习为

代表的复杂模型受到青睐。

以增加隐层数目为例。经典算法容易导致发散，可以采用无监督逐层训练法。基

本思想是每次训练一层隐结点，上一层隐结点的输出作为输入，本层隐结点的输

出作为下一层隐结点的输入，称为预训练。预训练完成后，再对整个网络进行微

调训练。

另一种方法是权共享，让一组神经元使用相同的连接权。以卷积神经网络 CNN
为例。网络输入是一个 32×32 的手写数字图像，输出是其识别结果，CNN 复合

多个卷积层和采样层对输入信号进行加工，在连接层实现与输出目标之间的映

射。每个卷积层包含多个特征映射，每个特征映射是一个由多个神经元构成的平

面，通过一种卷积滤波器提取输入的一种特征。采用 BP 算法进行训练，但在训

练中每一组神经元都采用相同的连接权，大大减少了需要训练的参数数目。



15

6 支持向量机

6.1 间隔与支持向量

给定训练样本集 D={(x1,y1),…,(xm,ym)}，yi∈{-1,+1}，最基本的想法是基于训练

集 D 在样本空间中找到一个划分超平面，将不同类别的样本分开。

在样本空间中，划分超平面可通过 0 bT xω 来描述，记为 ),( bω 。样本空间任

一点 x到超平面 ),( bω 的距离可写为
||||

||
ω
xω br

T 
 。假设超平面 ),( bω 能将训练样

本正确分类，那么可以选择合适的 ),( bω ，使得










1,1

1,1

i
T

i
T

ybx

ybx




成立。距离

超平面最近的几个训练样本点使上式取等号，被称为“支持向量”。两个异类支

持向量到超平面的距离之和为γ = 2/||ω||，称为间隔。我们需要找到满足上式中的

约束参数(ω,b)使得间隔γ最大，即是 2

,
||||

2
1min ω

ω b
1)(  ..  byts i

T
i xω 。这就是支持

向量机的基本型。

6.2 对偶问题

拉格朗日乘子法： 



m

i
i

T
ii bybL

1

2 ))(1(||||
2
1),,( xωωαω  。令 L对ω和 b的偏

导为 0，得






















m

i
ii

m

i
iii

y

y

1

1

0 

 xω
，得到对偶问题：


 


m

i

m

j
j

T
ijiji

m

i
i yy

1 11 2
1max xx

α
 0,0..

1



i

m

i
ii yts 

解出α，代回得到模型 byf
m

i

T
iii 

1
)( xxx  。上述过程需满足 KKT 条件，即是















0)1)((
01)(

0

iii

ii

i

fy
fy

x
x




。若 0i ，则该样本不会再模型中出现；若 yi f (xi)=1，则所

对应的样本位于最大间隔边界上，是一个支持向量。这表明训练完成后，大部分

训练样本都不需保留，最终模型仅与支持向量有关。

·SMO 算法

回到这个问题： 
 


m

i

m

j
j

T
ijiji

m

i
i yy

1 11 2
1max xx

α
 0,0..

1



i

m

i
ii yts  。

算法基本思路：先固定αi之外的所有参数，然后求αi上的极值。在约束条件下，
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我们每次选择两个变量αi,αj，固定其他参数，不断执行下述步骤直至收敛：

1. 选取一对需要更新的变量；2. 固定其他参数，求解获得更新后的变量。

注意到只需选取αi,αj中有一个不满足 KKT 条件，目标函数就会在迭代后增大。

直观来看，KKT 条件违背的程度越大，则变量更新后可能导致的目标函数值增

幅越大。于是，SMO 先选取违背 KKT 条件程度最大的变量。第二个变量应选择

一个使目标函数值增长最快的变量，这里采用启发式，使选取的两变量所对应样

本之间的间隔最大。直观来看，这两个变量差别很大，与对两个相似的变量进行

更新相比，它们进行更新可以给目标函数值带来更大的变化。

6.3 核函数

在现实任务中，原始样本空间内也许并不存在一个能正确划分两类样本的超平

面。我们可将样本从原始空间映射到一个更高维的特征空间，使得样本在这个特

征空间内线性可分。

令Φ(x)表示将 x映射后的特征向量，在特征空间中划分超平面所对应的模型可表

示为 f (x) = ωTΦ(x)+b，类似有 1))(( ..,||||
2
1min 2

,
 byts i

T
ib

xωω
ω

，其对偶问题是


 


m

i

m

j
j

T
ijiji

m

i
i yy

1 11
)()(

2
1max xx

α
 0,0..

1



i

m

i
ii yts  。

定义核函数 )(),(),( jiji xxxx  ，则上式改写为


 


m

i

m

j
jijiji

m

i
i yy

1 11
),(

2
1max xx

α
 0,0..

1



i

m

i
ii yts  。

求解后得到 byf
m

i
iii 

1
),()( xxx  。这表明模型最优解可以通过训练样本的核

函数展开，称为“支持向量展式”。

核函数定理：令 X 为输入空间，κ(·,·)是定义在 X×X 上的对称函数，则κ是核函

数当且仅当对于任意数据 D={x1,x2,…,xm}，“核矩阵”K总是半正定的：其中有

 
ijji ),( xxK 。

事实上，任何一个核函数都能找到一个与之对应的映射Φ，即是核函数隐式地定

义了一个称为“再生核希尔伯特空间”的特征空间。

常用的核函数：

6.4 软间隔与正则化

事实上，D 往往线性不可分。我们对每个样例 xi引入松弛变量ξi，以使得 xi满足
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放宽以后的约束 1)(  ii
T

i by xω 。对于正确分类但 1)(  by i
T

i xω 的样例点，

0＜ξ＜1；对于正好落在超平面上的样本，ξ = 1；分类错误的，ξ＞1。把所有ξ≠
0 的点视为特异点，于是原问题转化为下面的优化问题：





N

i
ib

C
1

2

,,
||||

2
1min 


ω

ω
0,1)( ..  iii

T
i byts xω ；其中 C 是惩罚函数。我们称这

种向量机为软间隔支持向量机。其对偶问题为：


 


m

i

m

j
j

T
ijiji

m

i
i yy

1 11 2
1max xx

α
 Cyts i

m

i
ii 



 0,0..
1

。

与 D 线性可分时相比，目标函数完全一样，约束条件只是增加了αi的上界。

7 贝叶斯分类器

7.1 贝叶斯决策论

在所有相关概率都已知的理想情形下，贝叶斯决策论考虑如何基于这些概率和误

判损失来选择最优的类别标记。

假设有 N种可能的类别标记，λij 是将一个真实标记为 cj 的样本误分类为 ci 所产

生的损失。基于后验概率 P(ci|x)可获得将 x分类为 ci所产生的期望损失，即在样

本 x上的“条件风险”： 



m

j
jiji cPcR

1
)|()|( xx  。我们的任务是寻找一个判定准

则 h:X→Y 以最小化总体风险 )]|)(([)( xxx hREhR  。

贝叶斯判定准则：为最小化总体风险，只需在每个样本上选择那个能使条件风险

R(c|x)最小的类别标记 h*。此时 h*称为贝叶斯最优分类器，与之对应的总体风险

R(h*)称为贝叶斯风险。可以看出，欲使用贝叶斯判定准则来最小化决策风险，

首先要获得后验概率 P(c|x)。主要有两种策略：

1. 判别式模型：给定 x，通过直接建模 P(c|x)来预测 c（决策树、BP 网络）；

2. 生成式模型：联合概率分布 P(x,c)建模，然后再获得 P(c|x)。

对于生成式模型，考虑
)(

)|()(
)(
),()|(

x
x

x
xx

P
cPcP

P
cPcP  。其中 P(c)是类“先验”

概率，P(x|c)是样本 x相对于类标记 c 的类条件概率，或称为“似然”，P(x)是用

于归一化的“证据”因子。对给定样本 x，P(x)与类标记无关。

类先验概率 P(c)表达了样本空间中各类样本所占的比例，根据大数定律，当训练

集包含充足的独立同分布样本时，P(c)可通过各类样本出现的频率进行估计。

对类条件概率 P(x|c)来说，由于它设计关于 x所有属性的联合概率，直接根据样

本出现的频率来估计将会遇到严重的困难。因为很多样本取值在训练集中根本没

有出现。

7.2 极大似然估计(MLE)
估计类条件概率的一种常用策略是先假定其具有某种确定的概率分布形式，再基

于训练样本对概率分布的参数进行估计。具体地，记关于类别 c 的类条件概率为

P(x|c)，假设 P(x|c)具有确定的形式并且被参数向量θc唯一确定，则我们的任务就
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是利用训练集 D 估计参数θc。下面用 P(x|θc)来代替 P(x|c)。
令 Dc表示训练集 D 种第 c 类样本组成的集合，假设这些样本是独立同分布的，

则参数θc 对于数据集 Dc 的似然是 



cD

ccc PDP
x

θxθ )|()|( 。这个连乘操作易造成

下溢，通常使用对数似然 



cD

cc PLL
x

θxθ )|(log)( ，即是 )(maxargˆ
cc LL

c

θθ
θ

 。

7.3 朴素贝叶斯分类器

采用“属性条件独立性假设”，即是所有属性相互独立。

改写为 



d

i
i cxP

P
cPcp

1

)|(
)(
)()|(
x

x ，其中 d 是属性数目，xi是 x的第 i 个属性值。

基于贝叶斯判定准则有 



d

i
i

Yc
nb cxPcPh

1

)|()(maxarg)(x （函数值即为类别）。

先验概率估计为
||
||)(

D
DcP c ，条件概率估计为

||
||

)|( ,

c

xc
i D

D
cxP i 。对于连续属性，

考虑概率密度函数即可。需注意，若某个属性值在训练集中没有与某个类同时出

现过，判别时可能出现问题。

为了避免其他属性携带的信息被训练集中未出现的属性值“抹去”，在估计概率

值时通常要进行“平滑”，常用“拉普拉斯修正”。具体来说，令 N 表示训练

集 D 中可能的类别数，Ni表示第 i 个属性可能的取值数，则先验概率 P(c)修正为

ND
DcP c





||

1||)(ˆ ，似然 P(xi|c)修正为
ic

xc
i ND

D
cxP i






||
1||

)|(ˆ ,
。拉普拉斯修正避免了因

训练集样本不充分导致概率估值为零的问题，并且训练集充分大时，修正过程引

入的影响也变得可忽略。

现实过程中朴素贝叶斯分类器有很多使用方式。如对预测速度要求较高，可以先

存储概率估值，预测时只需“查表”。如任务数据更替频繁，可采用“懒惰学习”，

事先不进行训练，收到预测请求后再根据当前数据集进行概率估值；若数据不断

增加，可在现有估值基础上，仅对新增样本的属性值所涉及的概率估值进行计数

修正，实现增量学习。

7.4 半朴素贝叶斯分类器

是朴素贝叶斯分类器对属性独立性假设进行一定程度的放松。

基本想法是适当考虑一部分属性间的相互依赖信息，从而既不需要进行完全联合

概率计算，又不至于彻底忽略了比较强的属性依赖关系。“独依赖估计”(ODE)
是半朴素贝叶斯分类器最常用的一种策略，即假设每个属性在类别之外最多仅依

赖于一个其他属性， 



d

i
ii pacxPcPcP

1

),|()()|( x ，其中 pai是属性 xi依赖的属

性，称为父属性。问题的关键是确定每个属性的父属性。

·TAN 方法

在最大带权生成树算法的基础上，通过以下步骤将属性

间依赖关系约简为右图的树形结构：
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1°计算任意两个属性之间的条件互信息：





Ycxx ji

ji
jiji

ji
cxPcxP

cxxP
cxxPyxxI

;, )|()|(
)|,(

log)|,()|,( 。

2°以属性为结点构建完全图，任意两个结点之间边的权重设为 I (xi,xj | y)；
3°构建此完全图的最大带权生成树，挑选根变量，将边置为有向；

4°加入类别节点 y，增加从 y到每个属性的有向边。

条件互信息刻画了属性 xi和 xj在已知类别情况下的相关性，因此 TAN 实际上仅

保留了强相关属性之间的依赖性。

·SPODE 方法

假设所有属性都依赖于同一个属性，称为“超父”，然后通过交叉验证等模型选

择方法来确定超父属性。

·AODE 方法

一种基于集成学习机制、更为强大的独依赖分类器。与 SPODE 不同，AODE 尝

试将每个属性作为超父来构建 SPODE，然后将那些具有足够训练数据支撑的

SPODE 集成起来作为最终结果，即  

 
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7.5 贝叶斯网

亦称信念网，借助有向无环图来刻画属性之间的依赖关系，并使用条件概率表来

描述属性的联合概率分布。

一个贝叶斯网 B 由结构 G 和参数Θ两部分。网络结构 G 是一个有向无环图，每

个结点对应于一个属性，若两个属性有直接依赖关系，则它们由一条边连接起来；

参数Θ定量描述这种依赖关系，假设属性 xi在 G 中的父结点集为πi,则Θ包含了每

个属性的条件概率表 PB(xi | πi)。
·结构

贝叶斯网假设每个属性与它的非后

裔属性独立，于是 B=<G,Θ>将属性

x1,… ,xd 的联合概率分布定义为





d

i
iiBdB xPxxP

1
1 )|(),,(  。

在同父结构中，给定父结点 x1的取值，则 x3与 x4条件独立。在顺序结构中，给

定 x的值，则 y与 z条件独立。在 V 型结构中，给定子结点 x4的取值，则 x1与

x2必不独立；若 x4完全未知，则 x1和 x2却相互独立。这种独立性称为边际独立

性，记为 x1—
| | x2。

为了分析有向图中变量间的条件独立性，可使用“有向分离”。我们先把有向图

转变为无向图：1°找出所有图中的 V 型结构，在 V 型结构的两个父结点之间加

上一条无向边；2°将所有有向边改为无向边。由此产生的无向图称为道德图，
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父结点相连的过程称为道德化。基于道德图能直观、迅速地找到变量间的条件独

立性。假定道德图中有变量 x,y和变量集合 z={zi}，若变量 x和 y能在图上被 z
分开，即从道德图中将变量集合 z去除后，x和 y分属两个连通分支，则称变量

x和 y被 z有向分离，x⊥y | z成立。（道德化的蕴意：孩子的父母应建立牢靠的

关系，否则是不道德的）

·学习

贝叶斯网学习的首要任务就是根据训练数据集来找到结构最“恰当”的贝叶斯网。

“评分搜索”是求解这一问题的常用办法。我们先定义一个评分函数，来评估贝

叶斯网与训练数据的契合程度，然后基于评分函数寻找结构最优的贝叶斯网。

常用评分函数基于信息论准则，将学习问题看作数据压缩任务，目标是找到一个

能以最短编码长度描述训练数据的模型，编码长度包括描述模型需要的编码位数

和使用该模型描述数据所需的编码位数。对贝叶斯网学习而言，模型就是一个贝

叶斯网，每个贝叶斯网描述了一个在训练数据上的概率分布，自有一套编码机制

能使经常出现的样本有更短的编码。我们应选择综合编码长度最短的贝叶斯网，

这就是最小描述长度 MDL 准则。

给定训练集 D={x1,…,xm}，贝叶斯网 B=<G,Θ>在 D 上的评分函数可写为

s(B|D)=f(θ)|B|-LL(B|D)，其中|B|是贝叶斯网的参数个数，f(θ)表示描述每个参数θ
所需的编码位数，而 LL(B|D)=Σi=1,…,mlog PB(xi)是贝叶斯网的对数似然。显然，评

分函数第一项是计算编码贝叶斯网 B 所需的编码位数，第二项是计算 B 所对应

的概率分布 PB 对 D 描述得有多好。于是，学习任务就转化为一个优化任务，即

寻找一个贝叶斯网 B 使评分函数最小。

若贝叶斯网的网络结构 G 固定，则评分函数最小化等价于对参数Θ的极大似然估

计，则可以根据 D 上的经验分布计算参数 )|(ˆ
| iiDx xP
ii

   。

不幸的是，从所有可能网络结构空间搜索最优贝叶斯网结构是一个 NP 问题，难

以快速求解。有两种常用的策略能在有限时间内求得近似解：第一种是贪心法，

例如从某个网络结构出发，每次调整一条边，直到评分函数值不再降低；第二种

是通过给网络结构施加约束来削减搜索空间，例如将网络结构限定为树形结构

等。

·推断

贝叶斯网训练好之后就能用来回答“查询”，即通过一些属性变量的观测值来推

测其他属性变量的取值。通过已知变量观测值来推测待查询变量的过程称为“推

断”，已知变量观测值称为“证据”。

根据贝叶斯网定义的联合概率分布来精确计算后验概率是 NP 难的。近似推断常

使用吉布斯采样（一种随机采样方法）完成。

（注：也可采用变分推断）

令 Q={Q1,…,Qn}表示待查询变量，E={E1,…,Ek}为证据变量，已知其取值为 e=
{e1,…,ek}。目标是计算后验概率 P(Q=q|E=e)。
吉布斯采样算法先随机产生一个与证据 E=e一致的样本 q0作为初始点，然后每

步从当前样本出发产生下一个样本。具体地说，在第 t 次采样中，算法先假设

qt=qt-1，然后对非证据变量逐个进行采样改变其取值，采样概率根据贝叶斯网 B
和其他变量的当前取值计算获得，假定经过 T 次采得到的与 q已知的样本共有

nq个，则可近似估算出后验概率
T
n

P q )|( eEqQ 。
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实质上，吉布斯采样是在贝叶斯网所有变量的联合状态空间与证据 E=e一致的

子空间中进行随机漫步，每一步仅依赖于前一步的状态，这是一个 Markov chain。
在一定条件下，无论从什么初始状态开始，Markov chain 第 t 步的状态分布在 t
→∞时必收敛于一个平稳分布；对吉布斯采样来说，这个分布恰好是 P(Q|E=e)。
需要注意，若贝叶斯网中存在极端概率 0 或 1，则不能保证 Markov chain 存在平

稳分布，吉布斯采样会给出错误的估计。

7.6 EM算法

未观测变量学名是“隐变量”。令 X表示已观测变量集，Z表示隐变量集，Θ表

示模型参数。对Θ做极大似然估计，则应最大化对数似然 LL(Θ|X,Z)=ln P(X,Z|Θ)。
由于 Z是隐变量，上式无法直接求解，此时我们可通过对 Z计算期望，来最大

化已观测数据的对数“边际似然”LL(Θ|X)=ln P(X|Θ)=ln ΣZP(X,Z|Θ)。

这里用 ln P(X|Θ),ln ΣZP(X,Z|Θ)表示  



m

i z
i

m

i
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11
)|,(ln,)|(ln 。

EM(期望最大化)算法是常用的估计参数隐变量的算法，它是一种迭代式的方法，

基本想法是：若参数Θ已知，则可根据训练数据推断出最优隐变量 Z的值；反之，

若 Z的值已知，则可方便地对参数Θ做极大似然估计。

于是，以初始值Θ0为起点，可迭代执行以下步骤直至收敛：

·基于Θt推断隐变量 Z的期望，记为 Zt；

·基于已观测变量 X和 Zt对参数Θ做极大似然估计，记为Θt+1；

这就是 EM 算法的原型。

若我们不是取 Z的期望，而是基于Θt 计算隐变量 Z的概率分布 P(Z|X,Θt)，则 EM
算法的两个步骤是：

·E步：以当前参数Θt推断变量分布 P(Z|X,Θt)和后验概率 p(z|xi,Θt)，并计算似然

函数值 
 




m

i z
t

i

it
i

t

xzp
xzpxzpQ

1 ),|(
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·M步：寻找参数最大化期望似然，即 )|(maxarg tQ 


。

即是利用当前估计的参数值来计算对数似然的期望值，然后寻找能使前面那步产

生的似然期望最大化的参数值；这样反复直至收敛。

若使用梯度下降优化算法，求和的项数将随着隐变量的数目以指数级上升，会给

梯度计算带来麻烦。

8 集成学习

8.1 个体与集成

集成学习(ensemble learning)通过构建并结合多个学习器来完成学习任务，有时也

被称为多分类器系统、基于委员会的学习。

只包含同种类型个体学习器的集成称为是同质的，个体学习器称为基学习器，学

习算法称为基学习算法；否则是异质的，个体学习器称为组件学习器，也不再用

基学习算法。

要获得好的集成，个体学习器应“好而不同”，即要有一定的准确性和多样性。

个体学习器的准确性和多样性是冲突的，如何产生并结合好而不同的个体学习器

是集成学习研究的核心。

目前集成学习方法大致分为两大类：1°个体学习器间存在强依赖关系，必须串

行生成的序列化方法；2°个体学习器不存在强依赖关系，可同时生成的并行化

方法。前者代表是 Boosting，后者代表是 Bagging 和 Random Forest。
8.2 Boosting
是一族将弱学习器提升为强学习器的算法。先从初始训练集训练出一个基学习

器，再根据基学习器的表现对训练样本分布进行调整，使得先前基学习器做错的

训练样本在后续受到更多关注，然后基于调整后的样本分布来训练下一个基学习

器；如此重复，直到基学习器数目达到事先指定的值 T，最终将这 T 个基学习器

进行加权结合。

Boosting 族算法最著名的代表是 AdaBoosting，如图所示。其中 yi∈{±1}，f是
真实函数。

AdaBoost 算法有多种推导方式，容易理解的是基于“加性模型”，即基学习器
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的线性组合 

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这意味着 sgn(H(x))达到了贝叶斯最优错误率。换言之，若指数损失函数最小化，

则分类错误率最小化；这说明指数损失函数是分类任务原本 0/1 损失函数的一致

的替代损失函数。

在 AdaBoost 算法中，第一个基分类器 h1是通过直接将基学习算法用于初始数据

分布而得；此后迭代地生成 ht和αt，当基分类器 ht基于分布 Dt 产生后，该基分

类器的权重αt应使得αtht最小化指数损失函数

tt
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x ，其中 t 是错误率。

令指数损失函数导数为 0，得到 
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，这恰是分类器权重更新公式。

AdaBoost 算法在获得 Ht-1 之后样本分布将进行调整，使下一轮的基学习器 ht能

纠正 Ht-1的一些错误，即最小化 ][)|( )()()()(
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1 xxxx tt hfHf
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注意到 f 2(x)=ht2(x)=1，使用 Taylor 展开知
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由此可见，理想的 ht将在分布 Dt下最小化分类误差。因此，弱分类器将基于分

布 Dt来训练，且针对 Dt的分类误差应小于 0.5，这在一定程度上类似“残差逼

近”的思想。考虑到 Dt+1与 Dt的关系，有
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新公式。

于是从基于加性模型迭代式优化指数损失函数角度推导了 AdaBoost 算法。

Boosting 算法要求基学习器能对特定的数据分布进行学习，这可通过“重赋权法”

（为每个训练样本重新赋予权重）实施，也可以通过“重采样法”（根据样本分

布对训练集重新采样）处理。需要注意的是，训练每一轮都要检查当前生成的基

学习器是否满足基本条件，一旦条件不满足，则当前基学习器被抛弃，学习过程

停止，这可能导致最终集成只有很少的基学习器，性能不佳。若采用“重采样法”，

则可获得“重启动”机会避免早停（抛弃当前基学习器，重新采样，再基于新样

本训练），从而使得学习过程可以持续。

从偏差-方差分解角度来看，Boosting 主要关注降低偏差，因此 Boosting 能基于

泛化性能相当弱的学习器构建出很强的集成。

8.3 Bagging与随机森林

基本思想：希望集成中的个体学习器尽可能独立，并且个体学习器不能太差。

·Bagging
利用自助采样法，采样出 T个含 m个训练样本的采样集，基于每个采样集训练

出一个基学习器。进行预测输出结合时，使用简单投票法。

自助采样过程还给 Bagging 带来了另一个优点：每个基学习器只使用了初始训练

集中约 63.2%的样本，剩下约 36.8%的样本可用作验证集来对泛化性能进行“保

外估计”。设 Dt 表示 ht实际使用的训练样本集，令 Hoob(x)表示对样本 x的包外

预测，即仅考虑那些未使用 x训练的基学习器在 x上的预测，有





T

t
tt

Yy

oob DyhH
1

)())((maxarg)( xxx  ，则 Bagging 泛化误差的包外估计为





Dy

ooboob yH
D ),(

))((
||

1)(
x

xx  。

从偏差-方差分解角度来看，Bagging 主要关注降低方差。

·随机森林（Random Forest）
在以决策树为基学习器构建 Bagging 集成的基础上，在决策树的训练过程中引入

随机属性选择。传统决策树在选择划分属性时选择最优属性，而在 RF 中先随机

选择一个包含 k 个属性的子集，再选择一个最优的属性划分。推荐值 k=log2d。
随机森林中基学习器的多样性不仅来自样本扰动，还来自属性扰动，使得个体学

习器之间差异度增加。随机森林的训练效率往往优于 Bagging，这是因为 Bagging
使用确定型决策树，选择划分属性要对结点所有属性进行考察，而随机森林只需

考察一个属性子集。
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8.4 结合策略

学习器结合从 3 个方面带来好处：1°（统计）假设空间大，多个假设在训练集

上达到同等性能使得泛化性能不佳，多个学习器减小这一风险；2°（计算）降

低陷入局部极小的风险；3°（表示）扩大假设空间。

假定集成包含 T 个基学习器{h1,…,hT}，本节介绍对 hi结合的常见策略。

·平均法

简单平均法、加权平均法。一般来说，个体学习器性能差别较大使用加权平均，

性能相近则使用简单平均。

·投票法

绝对多数投票法：标记得票超过半数，则预测为此标记；否则拒绝。

相对多数投票法：预测为得票最多的标记。

加权投票法：与加权平均法类似。

不同类型个体学习器可能产生不同类型的 hij(x)的值，常见有：

类标记/硬投票：hij(x)∈{0,1}，即是 hi将样本预测为 cj则取值为 1，否则为 0。
类概率/软投票：hij(x)∈[0,1]，相当于对后验概率 P(cj|x)的一个估计。

·学习法

通过另一个学习器来进行结合，如 Stacking 方法。把个体学习器称为初级学习器，

用于结合的学习器称为次级学习器。

Stacking 先从初始数据集训练出初级学习器，然后“生成”一个新数据集用于训

练次级学习器。在这个新数据集中，初级学习器的输出被当作样例输入特征，初

始样本的标记仍被当作样例标记。我们假定出基学习器使用不同学习算法产生。

为降低过拟合风险，一般通过使用交叉验证法、留一法等方式来产生次级学习器

的训练样本，即是将初级学习器对留出部分的输出作为次级学习器的训练特征。

研究表明，将初级学习器的输出类概率作为次级学习器的输入属性，用多相应线

性回归作为次级学习算法效果较好。

8.5 多样性

·误差-分歧分解

假设用个体学习器 h1,…,hT通过加权平均法结合产生的集成来完成回归学习任务
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f :Rd→R。对示例 x，定义学习器 hi 的分歧为 A(hi|x)=(hi(x)-H(x))2，则集成的分歧

定义为 



T

i
ii

T

i
ii HhhAhA

1

2

1
))()(()|()|( xxxx  。分歧表现了个体学习器在

样本 x 上的不一致性，一定程度上反映了个体学习器的多样性。个体学习器 hi

和集成 H 的平方误差为 2))()(()|( xxx ii hfhE  ， 2))()(()|( xxx HfHE  ，从

而 )|()|()|(
1

xxx HEhEhA
T

i
iii 



 。对 x分布积分，得到：

   


xxxxxxxxx dpHEdphEdphA
T

i
ii

T

i
ii )()|()()|()()|(

11
 。

类似地，个体学习器 hi在全样本上的泛化误差和分歧项分别为：

 xxx dphEE ii )()|( ，  xxx dphAA ii )()|( 。

集成的泛化误差为  xxx dpHEE )()|( 。

令 



T

i
iiEE

1
 表示个体学习器泛化误差的加权平均， 




T

i
iiAA

1
 表示个体学习器

分歧的加权平均，则 AEE  。这表明个体学习器准确性越高、多样性越大，

则集成越好。但遗憾的是，显示很难对 AE  直接进行优化，因为 A不是一个可

直接操作的多样性度量。上面的推导过程只适用于回归学习，难以推广到分类学

习任务上。

·多样性度量

用于估算个体学习器的多样化程度。

给定数据集，对于二分类任务，hi和 hj预测结果列联表为

hi = +1 hi = -1
hj = +1 a c
hj = -1 b d

并记 a+b+c+d = m。给出一些常见的多样性度量：

不合度量：disij=(b+c)/m∈[0,1]。

相关系数：
))()()(( dcdbcaba

bcad
ij 


 ∈[-1,1]；0 无关，正值正相关，负值

负相关。

Q-统计量：
bcad
bcadQij 


 ，与相关系数符号相同，且 ||  || ijij ρQ  。

 -统计量：p1是两个分类器达成一致的概率，p2 是若两个分类器独立、达成一

致的概率，估算为
m
dap 

1 ， 22
))(())((

m
dbdccabap 

 ，则
2

21

1 p
pp




 。
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若分类器完全一致，则 =1；若分类器达成一致是独立性下的偶然，则 =0。
·多样性增强

数据样本扰动：产生不同数据子集己，利用不同数据子集训练。

输入属性扰动：从初始属性集中抽取若干个属性子集，利用不同属性子集训练。

输出表示扰动：随机改变训练样本的类标记，将分类转化为回归等等。

算法参数扰动：随机设置不同的模型参数/初值。

9 聚类

9.1 聚类任务

无监督学习。

试图将数据集中的样本划分为若干个不相交的子集，每个子集称为一个“簇”，

每个簇可能对应于一些潜在的概念/类别。这些概念对聚类算法而言事先是未知

的，聚类过程仅能自动形成簇结构，簇所对应的概念语义需由使用者来把握。

9.2 性能度量

聚类性能度量大致有两类，一类是将聚类结果与某个“参考模型”进行比较，称

为“外部指标”；另一类是直接考察聚类结果而不利用任何参考模型，称为“内

部指标”。

对数据集 D={x1,x2,…,xm}，假定通过聚类给出的簇划分为 C={C1,C2,…,Ck}，参考

模型给出的簇划分为 C*={C1*,C2*,…,Cs*}。相应地，令λ与λ*表示与 C 和 C*的对

应的簇标记向量。将样本两两配对考虑，定义

a=|SS|，SS={(xi,xj)|λi=λj,λi*=λj*,i＜j}；
b=|SD|，SD={(xi,xj)|λi=λj,λi*≠λj*,i＜j}；
c=|DS|，DS={(xi,xj)|λi≠λj,λi*=λj*,i＜j}；
d=|DD|，DD={(xi,xj)|λi≠λj,λi*≠λj*,i＜j}；
每个样本对(xi,xj)仅能出现在一个集合中，因此有 a+b+c+d=m(m-1)/2。
基于上式可以导出下面这些常用的聚类性能度量外部指标：

Jaccard 系数：
cba

aJC


 ；FM 指数：
ca

a
ba

aFMI





 ；

Rand 指数：
)1(
)(2





mm
daRI 。

上述性能度量的结果均在[0,1]区间，值越大越好。

考虑聚类结果的簇划分 C={C1,C2,…,Ck}，定义：





||1

),(
)1|(|||

2)(
Cji

jidist
CC

Cavg xx ； ),(max)(
||1 jiCji
distCdiam xx


 ；

),(min),(
,min jiCCji distCCd

jjii

xx
xx 

 ； ),(),( jijicen distCCd μμ 。

其中，dist(·,·)计算两个样本之间的距离；μ代表簇 C 的中心点 



||1||

1
Ci

iC
xμ 。显

然，avg(C)对应于簇 C 内样本见的平均距离，diam(C)对应于簇 C 内样本间的最

远距离，dmin(Ci,Cj)对应于簇 Ci与簇 Cj 最近样本间的距离，dcen(Ci,Cj)对应于簇 Ci
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与簇 Cj中心点间的距离。

基于上式可导出下面这些常用的聚类性能度量内部指标：

DB 指数： 


 








 


k

i jicen

ji

ij CCd
CavgCavg

k
DBI

1 ),(
)()(

max1
，其值越小越好；

Dunn 指数：
)(max

),(min

1

min1

lkl

jikji

Cdiam

CCd
DI



 ，其值越大越好。

9.3 距离计算

将属性划分为“连续属性”和“离散属性”。

在讨论距离计算时，属性上是否定义了“序”关系更为重要。不能直接在属性值

上计算距离的称为“无序属性”，反之为“有序属性”。

Minkowski distance：
pn

u

p
ujuijimk xxdist

1

1
,, ||),( 








 



xx ，适用于有序属性。

VDM：令 mu,a表示在属性 u上取值为 a的样本数，mu,a,i表示在第 i 个样本簇中在

属性 u上取值为 a的样本数，k为样本簇数，则属性 u在两个离散值 a,b之间的

VDM 距离为 



k

i

p

bu

ibu

au

iau
p m

m
m
m

baVDM
1 ,

,,

,

,,),( ，适用于无需属性。

将闵可夫斯基距离和 VDM 结合处理混合属性，设有 nc个有序属性，n-nc个无序

属性，则
pn

nu
juiup

n

u

p
juiujip

c

c

xxVDMxxMinkovDM

1

11
),(||),( 







 



xx 。

当样本空间中不同属性重要性不同时，可使用加权距离。

通常基于某种形式的距离来定义“相似度度量”时，其未必满足距离公理，称为

“非度量距离”。

9.4 原型聚类

假设聚类结构能够通过一组样本空间中具有代表性的点来刻画。

·k均值算法

针对聚类所得簇划分 C={C1,C2,…,Ck}，最小化平方误差  
 


k

i C
i

ii

E
1

2
2||||

x
μx 。这

刻画了样本围绕簇均值向量的紧密程度。

最小化 E是 NP 难问题，因此 k均值算法采用了贪心策略，通过迭代优化来近似

求解。

·学习向量量化(LVQ)
假设样本带有类别标记，利用样本监督信息来辅助聚类。

给定样本集 D={(x1,y1),…,(xm,ym)}，每个样本是由 n个属性描述的特征向量，yi
∈Y 是样本的类别标记。LVQ 的目标是学得一组 n维原型向量{p1,…,pq}，每个

原型向量代表一个聚类簇，簇标记 ti∈Y。

学得一组原型向量{p1,…,pq}后，即可实现对样本空间 X 的簇划分。对任意样本 x，
它将划入与其距离最近的原型向量所代表的簇中。换言之，每个原型向量 pi定义
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了一个区域 Ri，该区域中每个样本与 pi的距离不大于它与其他原型向量 pi'的距

离，由此形成了对样本空间 X 的簇划分{R1,…,Rq}，称为 Voronoi 剖分。

k均值算法

学习向量量化

·高斯混合聚类

高斯分布：
)()(

2
1

2
1

2

1

|Σ|)2(

1)(
μxμx

x
 


T

ep n


，μ是均值向量，Σ是协方差矩阵。

采用概率模型来表达聚类原型。

定义高斯混合分布： 



k

i
iiiM pp

1
),|()( μxx  。该分布共由 k个混合成分组成，

每个混合成分对应于一个高斯分布，αi称为混合系数，Σi=1,…,nαi=1。
假设样本的生成过程由高斯混合分布给出：首先，根据α1,…,αk定义的先验分布

选择高斯混合成分，其中αi为选择第 i个混合分布的概率；然后根据被选择混合
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分布的概率密度函数进行采样。

训练集 D={x1,…,xm}由上述过程生成，随机变量 zj∈{1,2,…,k}表示生成样本 xj

的高斯混合成分。则有










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
。

换言之，pM(zj = i | xj)是样本 xj由第 i个高斯混合成分生成的后验概率，记为γji。
当高斯混合分布已知时，高斯混合聚类把样本集 D 划分为 k个簇 C={C1,…,Ck}，
每个样本的簇标记采用最大后验概率的簇标记。

给定样本集 D，利用极大似然估计确定模型参数：


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
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111

),|(ln)(ln)( μxx  。常采用 EM 算法。

E 步：根据当前模型参数计算出后验概率γji。
M 步：根据γji采用极大似然法更新模型参数，即是


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其中式(9.31)是指选择后验概率最大的高斯混合成分对应的簇类。

9.5 密度聚类

假设聚类结构能通过样本分布的紧密程度决定。通常情形下，密度聚类算法从样

本密度的角度来考察样本之间的可连接性，并基于可连接样本不断扩展聚类簇以
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获得最终结果。

DBSCAN 算法：基于一组邻域参数(ε,MinPts)来刻画样本分布的紧密程度。定义：

ε-邻域：Nε(xj) = {xi∈D|dist(xi,xj)≤ε}；
核心对象：若 xj的ε-邻域至少包含 MinPts 个样本，则 xj是一个核心对象；

密度直达：若 xj位于 xi的ε-邻域中，且 xi是核心对象，则称 xj由 xi密度直达；

密度可达：对 xi与 xj，若存在样本序列 p1,…,pn其中 p1=xi,…,pn=xj且 pi+1由 pi密
度直达，则称 xj由 xi密度可达；

密度相连：对 xi与 xj，若存在 xk使得 xi与 xj均由 xk密度可达，则称 xi与 xj密度

相连。

DBSCAN 将“簇”定义为：由密度可达关系导出的最大的密度相连的样本集合。

即是给定邻域参数(ε,MinPts)，簇 CD 是满足以下性质的非空样本子集：

连接性：xi∈C，xj∈C，则 xi与 xj密度相连；

最大性：xi∈C，xj由 xi密度可达，则 xj∈C。
设 x为核心对象，由 x密度可达的所有样本组成的集合为满足连接性和最大性的

簇。DBSCAN 算法先任选数据集中的一个核心对象为“种子”，再由此出发确

定相应的聚类簇。

9.6 层次聚类

试图在不同层次对数据集进行划分，从而形成树形的聚类结构。可采用“自底向

上”的聚合策略，也可采用“自顶向下”的分拆策略。



32

AGENS 是一种自底向上聚合策略的层次聚类算法。它先将数据集中的每个样本

看作一个初始聚类簇，然后在算法运行的每一步中找出距离最近的两个聚类簇进

行合并，直至达到预设的聚类簇个数。实际上，每个簇是一个样本集合，只需采

用关于集合的某种距离即可。

最小距离：dmin(Ci,Cj)=min dist(xi,xj)，xi∈Ci,xj∈Cj。
最大距离：dmax(Ci,Cj)=max dist(xi,xj)，xi∈Ci,xj∈Cj。

平均距离：davg(Ci,Cj)=  
 ii jjC C

ji
ji

dist
CC x x

xx ),(
||||

1
。

当聚类簇距离分别使用 dmin,dmax,davg计算时，AGNES 算法被称为单链接、全链接

或均链接算法。

10 降维与度量学习

10.1 k近邻学习

给定测试样本，基于某种距离度量找出训练集中与其最靠近的 k个训练样本，然

后基于 k个“邻居”的信息来进行预测；可使用投票法或平均法。

是懒惰学习的著名代表，训练时间开销为零，收到样本再进行处理。相反，在训
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练阶段就对样本进行学习处理的方法称为急切学习。

对 k=1 的结果进行讨论，设最近邻样本为 z，则 



Yc

cPcPerrP )|()|(1)( zx 。假

设样本独立同分布且任意样本 x和任意小正数δ，在 x附近δ距离范围内总能找到

训练样本 z，则有 P(err)≤2×(1-P(c*|x))，即是其泛化错误率不超过贝叶斯最优

分类器错误率的两倍。

10.2 低维嵌入

上述讨论基于重要假设：任意测试样本 x附近任意小距离内总能找到训练样本，

称为“密采样”。然而随着属性维数上升，密采样条件所需的样本是无法达到的

天文数字，且高维空间距离计算非常困难。在高维情形下出现的数据样本稀疏、

距离计算困难等问题，被称为“维数灾难”。

缓解维数灾难的重要途径是降维，即通过某种数学变换将原始高维属性空间转变

为低维“子空间”，在这个子空间中样本密度大幅提高，距离计算也更加容易。

若要求在低维空间中保持原始空间中样本之间的距离，即得到多维缩放 MDS。
假定 m个样本在原始空间的距离矩阵为 D∈Rm×m，我们希望获得样本在 d'维空

间的表示 Z∈Rd'×m，且||zi-zj||=distij。
B=ZTZ∈Rm×m为降维后的内积矩阵，bij=ziTzj，则 distij2=||zi||2+||zj||2-2zizj=bii+bjj-2bij。

为便于讨论，令降维后的样本 Z 被中心化，即是 0
1




m

i
iz 。显然，矩阵 B 的行与

列之和均为零，即 0
11
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ij bb 。从而成立：
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， 
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，得到

)(
2
1 2222

  distdistdistdistb jiijij 。于是可以通过距离矩阵 D 计算内积矩阵 B。

对矩阵 B 做特征值分解，B=VΛVT，其中Λ是特征值构成的对角矩阵，且λ1≥λ2

≥…≥λd，V 是特征向量矩阵。假定其中有 d*个非零特征值，它们构成对角矩阵

Λ*=diag{λ1,…,λd*}，令 V*表示相应的特征向量矩阵，则 Z=Λ*1/2V*T∈Rd*×m。

现实应用中为了有效降维，往往仅需降维后的距离与原始空间的距离尽可能接

近，而不必严格相等。此时可取 d'<<d 个最大特征值构成的对角矩阵Λ'，对应的

特征向量矩阵为 V'，则 Z=Λ'1/2V'T∈Rd'×m。下图是 MDS 算法的详细描述。
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下面介绍基于线性变换来进行降维的方法，即线性降维方法。

给定 d 维空间中的样本 X={x1,…,xm}∈Rd×m，变换之后得到 d'≤d 维空间的中的

样本 Z=WTX，其中 W∈Rd×d'是变换矩阵，Z 是样本在新空间中的表达。

变换矩阵 W 可视为 d'个 d 维向量，zi=WTxi是第 i个样本与这 d'个基向量分别做

内积得到的 d'维属性向量。可以认为 zi是原属性向量 xi在新坐标系{ω1,…,ωd'}中
的坐标向量。若ωi和ωj正交，则 W 维正交变换。新空间中的属性是原空间中属

性的线性组合。

10.3 主成分分析(PCA)
利用一个超平面对所有样本进行恰当的表达，希望具有：

最近重构性：样本点到这个超平面的距离都足够近；

最大可分性：样本点在这个超平面上的投影尽可能分开。

先考虑最近重构性。

假设数据样本Σixi=0，投影变换后得到的新坐标系为{ω1,…,ωd}，其中ωi是标准

正交基。若丢弃心坐标系中的部分坐标，使维度降低到 d'＜d，则样本点 xi在低

维坐标系中的投影是 zi={zi1,…,zid'}，其中 zij=ωjTxi是 xi在低维坐标系下第 j维的

坐标，且 



'

1

ˆ
d

j
jiji z ωx 。考虑整个训练集样本点到投影重构样本点之间的距离：
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2 xxzzzxω ，

从而得到优化问题：

  IWWtsWXXWtr TTT

W
 ..,min 。

再考虑最大可分性。

样本点 xi在新空间中超平面上的投影是 WTxi，希望使投影后样本点的方差最大

化。投影后样本点的协方差矩阵是ΣiWTxixiTW，于是得到同样的优化问题：

  IWWtsWXXWtr TTT

W
..,max 。这便是主成分分析的优化目标。

利用拉格朗日乘子法得到 XXTωi=λiωi。于是只需对协方差 XXT进行特征值分解，

将特征值排序λ1≥…≥λd，取前 d'个特征值对应的特征向量 W*={ω1,…,ωd'}。这

就是主成分分析的解。

注：现实中常通过对 X 奇异值分解来代替协方差矩阵的特征值分解。

降维后低维空间的维数 d'通常由用户事先指定，或通过在 d'值不同的低维空间中

对 k近邻分类器进行交叉验证来选取较好的 d'值。对于 PCA，还可以从重构的角
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度设置一个重构阈值 t，使得 td

i
i

d

i
i











1

'

1




。

最小的 d-d'个特征值的特征向量被舍弃了，但这些舍弃往往是必要的。一是使得

样本采样密度增大，二是这些信息往往与噪声有关，一定程度上可以去噪。

10.4 核化线性降维

非线性降维的一种常用方法，基于核技巧对线性降维方法进行“核化”。下面介

绍核主成分分析 KPCA。

假定我们将在高维特征空间中把数据投影到由 W={w1,…,wd}确定的超平面上，

则对于 wj，成立 jjj

m

i

T
ii wwzz 







1

，其中 zi是样本点 xi在高维特征空间的像。

计算知 
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
m

i

j
iij

1
zw ，其中 j

T
i

j

j
i wz


 1

 是 iα 的第 j个分量。假定 zi是由原始属性

空间中的样本点 xi通过映射Φ产生，引入核函数 (xi,xj)=Φ(xi)TΦ(xj)，则化简后

得到 Kαj=λjαj，其中 K 为 对应的核矩阵，αj=(α1j,…,αmj)。解特征值分解问题，

取 K 最大的 d'个特征值对应的特征向量。对新样本 x，其投影后的第 j维坐标为

zj=wjTΦ(x)=


m

i

T
i

j
i

1
)()( xx  =



m

i
i

j
i

1
),( xx ，其中αi已经经过规范化。为获得投

影后的坐标，KPCA 需对所有样本求和，因此计算开销较大。

10.5 流形学习

流行是局部与欧氏空间同胚的空间，具有欧氏空间的性质，能用欧氏距离来进行

计算。可以容易地在局部建立将为映射关系，再设法将局部映射关系推广道全局。

当维数被降至二维或三维时，可以进行可视化展示。

·等度量映射 Isomap
认为低维流形嵌入到高维空间之后，直接在高维空间中计算直线距离具有误导

性。可以利用流形在局部上与欧氏空间同胚这个性质，对每个点基于欧氏距离找

出其近邻点，然后就能建立一个近邻连接图，图中近邻点之间存在连接，而非近

邻点之间不存在连接。于是，计算两点之间测地线距离的问题，就转变为计算近

邻连接图上两点之间的最短路径问题。采用 Dijkstra 算法和 Floyd 算法就可以得

到两点距离，再采用 10.2 节的 MDS 方法来获取低维空间坐标。
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Isomap 仅是得到了训练样本在低维空间的坐标，对于新样本，将其映射到低维

空间的办法是训练样本的高维空间坐标作为输入、低维空间坐标作为输出，训练

一个回归学习器对新样本的低维空间坐标进行预测。

对近邻图的构建通常有两种做法。一种是指定近邻点个数，例如欧氏距离最近的

k 个点为近邻点得到 k 近邻图，另一种是指定距离阈值ε，距离小于ε的点认为是

近邻点，得到ε近邻图。

·局部线性嵌入

试图保持邻域内样本之间的线性关系，即使样本点 xi的坐标能通过它的邻域样本

xj,xk,xl的坐标通过线性组合出来，LLE 希望这种关系在低维空间中得以保持。

LLE 先为每个样本 xi找到其近邻下标集合 Qi，然后计算出基于 Qi中的样本点对

xi进行线性重构的系数 wi： 1..,min
2

21,,1

  
  jj

m Qj
ij
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，其中 xi和 xj均

为已知，令 Cjk=(xi-xj)T(xi-xj)，则 wij有闭式解
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。LLE 在低维空间中

保持 wi不变，于是低维空间坐标 zi表示为

2

21,,1

min  
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
m

i Qj
jiji

j
m

w zz
zz 

。令 Z={z1,…,zm}，

(W)ij=wij，M=(I-W)T(I-W)，则可重写为 IZZtsZMZtr TT

Z
..),(min 。可通过特征值

分解求解：M 最小的 d'个特征值对应的特征向量组成的矩阵即为 ZT。

10.6 度量学习

降维目的：找到合适低维空间，进行学习性能比原始空间性能更好。实际上每个

空间对应了在样本属性上定义的一个距离度量，寻找合适空间就是在寻找一个合

适的距离度量。

对于两个 d 维样本 xi和 xj，它们之间的平方欧氏距离可写为

disted2(xi,xj)=||xi-xj||22=distij,12+distij,22+…+distij,d2，其中 distij,k 表示 xi与 xj在第 k 维

上的距离。若假定不同属性重要性不同，则可引入属性权重 w，得到

distwed2(xi,xj)=(xi-xj)TW(xi-xj)，其中 W 是对角矩阵。
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再往前走一步，往往属性之间相关，可将 W 替换为半正定对称矩阵 M，得到马

氏距离：distmah2(xi,xj)=(xi-xj)TM(xi-xj)=||xi-xj||M2。M 称为度量矩阵，度量学习即

是对 M 进行学习。

对 M 进行学习要设置一个目标，可将 M 嵌入到评价指标去。

以近邻成分分析 NCA 为例。将近邻分类器投票法换为概率投票法。对于任意样

本 xj，它对 xi分类结果影响概率为

 




l li

ji
ijp )||||exp(

)||||exp(
2
M

2
M

xx
xx

。

xj对 xi的影响随着它们之间距离的增大而减小。若以留一法正确率的最大化为目

标，则可计算 xi被自身之外的所有样本正确分类的概率为 



ij

iji pp ，其中Ωi

表示与 xi属于相同类别的样本的下标集合。于是，整个样本集上的留一法正确率

为 
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，NCA 的优化目标为   




m

i j l l
T

i
T

j
T

i
T

P
i

PP
PP

1
2
2

2
2

)||||exp(
)||||exp(

1min
xx

xx
，

其中M=PPT。求解上式即可得到最大近邻分类器LOO正确率的距离度量矩阵M。

我们还可以在度量学习中引入领域知识。若已知某些样本相似、某些样本不相似，

则可定义“必连”约束集合和 M与“勿连”约束集合 C，(xi,xj)∈M表示 xi与 xj
相似，(xi,xj)∈C表示 xi与 xk不相似。我们希望相似的样本之间距离较小，不相

似的样本之间距离较大，于是可以通过求解下面这个凸优化问题获得适当的度量

矩阵 M： 0M,1||||..,||||min
),(

2
M

),(

2
MM

 
 C

ji
M

ji
jiji

ts
xxxx

xxxx ，其中约束 0M 表示 M

必须是半正定的。此式要求在不相似样本间的距离不小于 1 的前提下，使相似样

本间的距离尽可能小。

不同度量学习方法针对不同目标获得“好”的半正定对称距离度量矩阵 M。若

M 是一个低秩矩阵，则可通过 M 进行特征值分解，总能找到一组正交基，其正

交基数目为矩阵 M 的秩 rank(M)，小于原属性数 d。于是，度量学习学得的结果

可衍生出一个降维矩阵 P∈Rd×rank(M)，能用于降维之目的。

11 特征选择与稀疏学习

11.1 子集搜索与评价

将属性称为特征，对当前学习任务有用的属性称为相关特征，否则称为无关特征。

从给定的特征集合中选择特征子集的过程，称为特征选择。

能从其他特征推演出来的称为冗余特征。本章假定数据中不涉及冗余特征，并且

假定初始的特征集合包含了所有重要信息。

采用先产生一个候选子集，评价出好坏，然后基于评价结果产生下一个候选子集

的方法。

子集搜索：给定特征集合{a1,…,ad}，将每个特征看作一个候选子集，对这 d个候

选单特征子集进行评价，假定{a2}最优，于是将{a2}作为第一轮的选定集；然后，

在上一轮的选定集中加入一个特征，构成包含两个特征的候选子集，假定在这

d-1 个候选两特征子集中{a2,a4}最优，且优于{a2}，于是将{a2,a4}作为本轮的选

定集；……假定在第 k+1 轮时，最优的候选(k+1)特征子集不如上一轮的选定基，

则停止生成候选子集，并将上一轮选定的 k特征子集作为特征选择结果。这样逐
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渐增加相关特征的策略称为“前向”搜索。类似有“后向”搜索、“双向”搜索。

子集评价：给定数据集 D，假定 D 中第 i类样本所占的比例为 pi。为便于讨论，

假定 D 中第 i类样本属性均为离散型。对属性子集 A，假定根据其取值将 D 分

成了 V 个子集{D1,…,DV}，每个子集在 A 上取值相同，信息增益 Gain(A)=Ent(D)-
Σv=1,…,V|Dv|/|D|·Ent(Dv)。信息增益 Gain(A)越大，意味着特征子集 A 包含的有助于

分类的信息越多。于是，对每个候选特征子集，我们可基于训练数据集 D 来计

算其信息增益，以此作为评价准则。

11.2 过滤式选择

先对数据集进行特征选择，再训练学习器，特征选择过程与后续学习器无关。

Relief 方法设计了一个“相关统计量”来度量特征的重要性。该统计量是一个向

量，其每个分量分别对应于一个初始特征，而特征子集的重要性则是由子集中每

个特征所对应的相关统计量分量之和来决定。

Relief 的关键是确定相关统计量。给定训练集{(x1,y1),…,(xm,ym)}，对每个示例 xi，
Relief 先在 xi的同类样本中寻找其最近邻 xi,nh，称为“猜中近邻”，再从 xi的异

类样本中寻找其最近邻 xi,nm，称为“猜错近邻”。然后，相关统计量对应于属性

j的分量为  
i

j
nmi

j
i

j
nhi

j
i

j xxdiffxxdiff 2
,

2
, ),(),( ，其中 ),( j

b
j
a xxdiff 取决于属性 j

的类型：若为离散型，则相等为 0，否则为 1；若为连续型，则取欧氏距离，注

意规范到[0,1]区间。

实际上 Relief 只需在数据集的采样上而不必在整个数据集上估计相关统计量。

Relief 是为二分类问题设计的，其扩展变体 Relief-F 能处理多分类问题。假定数

据集 D 中的样本来自|Y|个类别。对示例 xi，若它属于第 k类，则 Relief-F 先在第

k类的样本中寻找 xi的最近邻示例 xi,nh并将其作为猜中近邻，然后在第 k类之外

的每个类中找到一个 xi的最近邻示例作为猜错近邻，记为 xi,l,nm。于是，相关统

计量对应于属性 j的分量为 
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j
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pl为第 l类样本在数据集 D 中所占的比例。

11.3 包裹式选择
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直接把最终将要使用的学习器的性能作为特征子集的评价准则。

LVM 是在拉斯维加斯方法框架下使用随即策略来进行子集搜索，并以最终分类

器的误差为特征子集评价标准。

算法第 8 行是通过在数据集 D 上，使用交叉验证法来估计学习器的误差，注意

这个误差是在仅考虑特征子集 A'时得到的，即特征子集 A'上的误差，若它比当

前特征子集 A 上的误差更小，或误差项当时但 A'中包含的特征数更少，则将 A'
保留下来。

需注意计算开销和时间开销均极大。

11.4 嵌入式选择与 L1正则化

给定数据集 D={(x1,y1),…,(xm,ym)}，考虑最简单的线性回归模型，以平方误差为

损失函数，则优化目标为 



m

i
i

T
iy

1

2)(min xw
w

。当样本特征很多，而样本数相对

较少时，容易陷入过拟合。可以引入正则化项改为 2
2

1

2 ||||)(min wxw
w




m

i
i

T
iy ，

其中正则化参数λ＞0，称为“岭回归”。也可换为 Lp范数；若 p=1，称为 LASSO
回归。L1范数比 L2范数更易于获得“稀疏”解，即求得的 w会有更少的非零分

量。

注意到 w取得稀疏解意味着初始的 d个特征仅有对应着 w的非零分量的特征才

会出现在最终模型中。于是，求解 L1范数正则化的结果是得到了仅采用一部分

初始特征的模型；换言之，基于 L1正则化的学习方法就是一种嵌入式特征选择

方法，其特征选择过程与学习器训练过程融为一体，同时完成。

L1正则化问题可使用近端梯度下降 PGD。

优化目标： 1||||)(min xx
x

f ，若 f (x)可导，且▽f满足 L-Lipschitz 条件，即是

||▽f (x')-▽f (x)||22≤L||x'-x||22，则在 xk附近可将 f (x)通过二阶泰勒展式近似为

f (x)≈f (xk)+(▽f (xk),x-xk)+L/2·||x-xk||22= .)(1
2

2

2

constf
L

L
kk 





  xxx 。则该式

的最小值在 zxxx  :)(1
1 kkk f

L
。推广到优化目标，类似得到每一步迭代应

为： 1
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2
1 ||||)(1
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minarg xxxxx
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

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

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L
L

。展开发现没有形如 xixj的项，

即分量之间互不影响，于是有闭式解：
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11.5 稀疏表示与字典学习

把数据集 D 考虑成一个矩阵，每行对应于一个样本，每列对应于一个特征。特

征选择所考虑的问题是特征具有“稀疏性”，即矩阵中的许多列与当前学习任务

无关，通过特征选择去除这些列，则学习器仅需在较小的矩阵上进行。

考虑另一种稀疏性：D 所对应的矩阵中存在很多零元素，但这些零元素并不是以
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整列、整行形式存在的。当样本具有这样的稀疏表达形式时，对学习任务来说会

有不少好处，比如使问题的可分性提高，稀疏矩阵存储空间也很低。

如新华字典，大部分字并不会出现在样本文档里，即得稀疏矩阵。

若给定数据集 D 是稠密的，能否将其转化为稀疏表示形式呢？

对于一般的学习任务，可以学习出字典。为普通稠密表达的的样本找到合适的字

典，将样本转化为合适的稀疏表达形式，从而使学习任务得以简化，模型复杂度

得以降低，通常称为“字典学习”。

给定数据集{x1,…,xm}，字典学习最简单的形式为 



m

i
i

m

i
iiB

B
i 1

1
1

2
2,

||||||||min ααx
α

 ，

其中 B∈Rd×k 称为字典矩阵，k称为字典的词汇量，通常由用户指定，αi∈Rk 则

是样本 xi∈Rd的稀疏表示。优化目标的第一项是希望由αi能很好地重构 xi，第二

项则是希望αi尽量稀疏。

与 LASSO 相比，此优化目标显然麻烦的多，因为除了类似于 LASSO 回归中的

w的αi，还需要学习字典矩阵 B。不过，受 LASSO 的启发，可以采用变量交替

优化的策略来求解。

首先在第一步，我们固定字典 B，若将优化目标按分量展开，发现没有交叉项，

于是可参照 LASSO 的解法求解下式，从而为每个样本 xi找到相应的αi：

1
2
2 ||||||||min iii B

i

ααx
α

 。

在第二步，我们以αi为初值来更新字典 B，此时改写为 2||||min FB
BAX  。此式有

多种求解方法，常见有基于逐列更新策略的 KSVD。令 bi表示字典矩阵 B 的第 i

列，αi表示稀疏矩阵 A 的第 i行，则可重写为

2
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2 min||||min
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j
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XBAX
i
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||||minmin F
i

ii

F

i
i

ij

j
j EX

ii

αbαbαb
bb









 



。在更新字典的第 i列时，其他各

列都是固定的，因此 Ei 是固定的，于是原则上只需对 Ei 进行奇异值分解以取得

最大奇异值所对应的正交向量。直接对 Ei 进行奇异值分解会同时修改 bi和α j，

从而可能破坏 A 的稀疏性。为避免发生这种情况，KSVD 对 Ei 和αi进行专门化

处理：αi仅保留非零元素，Ei则仅保留 bi和αi的非零元素的乘积项，然后再进行

奇异值分解，这样就保持了第一步所得到的稀疏性。

反复迭代上述两步，即可得到字典 B 和样本 xi的稀疏表示αi。
11.6 压缩感知

希望根据部分信息来恢复全部信息。

假定有长度为 m的离散信号 x，得到长度为 n的采样后信号 y，n<<m，即 y=Φx，
其中Φ∈Rn×m是对信号 x的测量矩阵，它确定了以什么频率进行采样以及如何将

采样样本组成采样后的信号。

不妨假设存在某个线性变换ψ∈Rm×m，使得 x=ψs，于是 y=Φψs=As，我们希望根

据 y恢复出信号 s。若 s具有稀疏性，这个问题能得到很好的解决。因为稀疏性

使得未知因素的影响大为减少。此时ψ称为稀疏基，A 的作用类似于字典。

通常认为，压缩感知分为感知测量核重构恢复两个阶段。感知测量关注如何对原
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始信号进行处理以获得系数样本表示，涉及傅里叶变换、小波变换等知识。重构

恢复关注如何基于稀疏性从少量观测中恢复原信号。

12 计算学习理论

12.1 基础知识

通过计算来进行学习的理论，即关于机器学习的理论基础，目的是分析学习任务

的困难本质，为学习算法提供理论保证，并根据分析结果指导算法设计。

给定样例集 D={(x1,y1),…,(xm,ym)}，本章主要讨论二分类问题。假设 X 中的所有

样本服从一个隐含未知的分布 D，D 中所有样本都是独立同分布。

令 h为 X 到 Y 的一个映射，泛化误差为 E(h;D)=Px~D(h(x)≠y)，h在 D 上的经验

误差为 



m

i
i yh

m
h

1
))((1D);(Ê x 。由于独立同分布采样，因此 h的经验误差期

望等于其泛化误差。令ε为 E(h)的上限，也称为误差参数。

若 h在数据集 D 上的经验误差为 0，则称 h与 D 一致，否则称为不一致。对于

两个映射 h1,h2，可以通过不合来度量它们的差别：d(h1,h2)=Px~D(h1(x)≠h2(x))。
Jensen 不等式：对任意凸函数 f (x)，有 f (E(x))≤E(f (x))。
Hoeffding 不等式：若 x1,…,xm为 m个独立随机变量，且满足 0≤xi≤1，则对任意

ε＞0，
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McDiarmid 不等式：若 x1,…,xm为 m个独立随机变量，且对任意 1≤i≤m，函数

f满足 imiiim
xxx

cxxxxxfxxf
im
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',,,1


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12.2 PAC学习

概率近似正确学习理论。令 c表示概念，这是从样本空间 X 到标记空间 Y 的映

射，它决定示例 x的真实标记 y。若对任何样例(x,y)有 c(x)=y成立，则称 c为目

标概念。所有我们希望学得的目标概念所构成的集合称为“概念类”，记为 C。
给定学习算法Σ，它所考虑的所有可能概念的集合称为“假设空间”，记为 H。

由于学习算法事先不知道概念类的真实存在，因此 H 和 C 通常不同。对 h∈H，

由于并不知道它是否真是目标概念，因此称为“假设”。

若目标概念 c∈H，则 H 中存在假设能将所有示例与真实标记一致的方式完全分

开，我们称该问题对学习算法Σ是可分的。反之，称为不可分。

给定训练集 D，我们希望基于学习算法学得的模型所对应的假设 h尽可能接近目

标概念 c。也就是说，以较大的概率学得误差满足预设上限的模型。

定义 PAC 辨识：对 0＜ε,δ＜1，所有 c∈C 和分布 D，若存在学习算法Σ，其输出

假设 h∈H 满足 P(E(h)≤ε)≥1-δ，则称学习算法Σ能从假设空间 H 中 PAC 辨识概

念类 C。这样的学习算法能以较大概率(1-δ)学得目标概念 c的近似(误差≤ε)。
定义 PAC 可学习：令 m表示从分布 D 中独立通分布采样得到的样例数目，0＜
ε,δ＜1，对所有分布 D，若存在学习算法Σ和多项式函数 poly(·,·,·,·)，使得对于任
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意 m≥poly(1/ε,1/δ,size(x),size(c))，Σ能从假设空间 H 中 PAC 辨识概念类 C，则

称概念类 C 对假设空间 H 而言是 PAC 可学习的。

定义 PAC 学习算法：若学习算法Σ使概念类 C 为 PAC 可学习的，且Σ的运行时间

也是多项式函数 poly(1/ε,1/δ,size(x),size(c))，则称概念类 C 是高效 PAC 学习的，

称Σ为概念类 C 的 PAC 学习算法。

定义样本复杂度：满足 PAC 学习算法Σ所需的 m≥poly(1/ε,1/δ,size(x),size(c))中最

小的 m，称为学习算法Σ的样本复杂度。

12.3 有限假设空间

·可分情形

假设空间 H 中可能存在不止一个与 D 一致的等效假设，无法根据 D 来对它们的

优劣做进一步区分。到底需要多少样例才能学得有效近似呢？

先估计泛化误差大于ε但在训练集上表现完美的假设出现的概率。对分布 D 上随

机采样得到的样例(x,y)，成立 P(h(x)=y)=1-P(h(x)≠y)=1-E(h)＜1-ε。由于 D 包含

m个从 D 独立同分布采样而得的样例，h与 D 保持一致的概率＜(1-ε)m。事先不

知道学习算法会输出 H 中的哪个假设，但仅需保证泛化误差大于ε，且在训练集

上表现完美的所有假设出现概率之和不大于δ:P(h∈H:E(h)＞ε)＜|H|e-mε。从而

)1ln||(ln1


 Hm 。由此可知，有限假设空间 H 都是可学习的，所需的样例数

目如上式所示。

·不可分情形

目标概念不存在于假设空间 H 中，任何一个假设都会在训练集上出现或多或少

的错误。

由 Hoeffding 不等式：
22)|)(ˆ)((|  mehEhEP  知：

若训练集 D 包含 m个从分布 D 上独立同分布采样而得到的样例，0＜ε＜1，则对

任意 h∈H，下式以至少以 1-δ的概率成立：
m

hEhE
2

)/2ln(|)(ˆ)(| 
 。这表明，

样例数目 m较大时，h的经验误差是其泛化误差很好的近似。对于有限假设空间

H，我们有： 



 1)

2
||ln)/2ln(|)(ˆ)((|

m
HhEhEP 。

当 cH 时，学习算法无法学得目标概念 c的ε近似。但是，当假设空间 H 给定时，

其中必存在一个泛化误差最小的假设，找出此假设的ε近似也不失为一个较好的

目标。设 H 中泛化误差最小的假设是 h，于是以此为目标可将 PAC 学习推广到

cH 的情况，则称为不可知学习。

定义不可知 PAC 学习：m表示从分布 D 中独立同分布采样得到的样例数目，0
＜ε,δ＜1，对所有分布 D，若存在学习算法Σ和多项式函数 poly(·,·,·,·)，使得对于

任何的 m≥poly(1/ε,1/δ,size(x),size(c))，Σ能从假设空间 H 中输出满足下式的假设

h：P(E(h)-minh'∈HE(h')≤ε)≥1-δ，则称假设空间 H 是不可知 PAC 可学习的。不

可知 PAC 学习算法、样本复杂度类似定义。

12.4 VC维

现实学习任务通常面临无线假设空间，需度量假设空间的复杂度。最常见的办法

是考虑假设空间的“VC”维。
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给定假设空间 H 和示例集 D={x1,…,xm}，H 中每个假设 h都能对 D 中示例赋予

标记，结果为 h|D={(h(x1),…,h(xm))}。随着 m增大，标记可能结果数也会增大。

定义空间 H 的增长函数ΠH(m)=max|{(h(x1),…,h(xm))|h∈H}|。这表示了假设空间 H
对 m个示例所能赋予标记的最大可能结果数，描述了假设空间 H 的表示能力，

由此反映出假设空间的复杂度。

对假设空间 H，m∈N，0＜ε＜1，任意 h∈H，成立

)
8

exp()2(4)|)(ˆ)((|
2 mmhEhEP H  。

对二分类问题来说，H 中所有假设对 D 中示例赋予标记的每种可能结果称为对 D
的一种对分。若假设空间 H 能实现所有对分，则称 D 能被假设空间 H 打散。

定义 VC 维：假设空间 H 的 VC 维是能被 H 大散的最大示例集的大小，即 VC(H)=
max{m:ΠH(m)=2m}。VC(H)=d 表示存在大小为 d 的示例集能被假设空间 H 打散。

需要注意，定义 VC 维时与数据分布 D 无关，因此在数据分布未知时仍能计算

出假设空间 H 的 VC 维。

Sauer 引理：若假设空间 H 的 VC 维为 d，则对任意 m∈N，有 
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推论：若假设空间 H 的 VC 维为 d，则对任意整数 m≥d，有
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得到基于 VC维的泛化误差界：若假设空间 H 的 VC 维为 d，则对任意 m＞d，0

＜δ＜1 和 h∈H，有  
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hEhEP 。可见此式只与

样例数目有关，而与数据分布和样例集无关。

令 h表示学习算法Σ输出的假设，若 h满足 HhhEhE  '),'(ˆmin)(ˆ ，则称Σ维满足

经验风险最小化(ERM)原则的算法。

定理：任何 VC 维有限的假设空间 H 都是（不可知）PAC 可学习的。

VC 维得到的泛化误差界往往比较松。

12.5 Rademacher复杂度

给定训练集 D={(x1,y1),…,(xm,ym)}，假设 h的经验误差为 
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1 x ，经验误差最小的假设是 
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Hh
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m 1
)(1maxarg x 。现实任务样例

的标记有时会受到噪声影响，即使 yi已经不再是 xi的真实标记。在此情形下，

选择在训练集上表现最好的假设，有时还不如选择 H 中事先已考虑了随机噪声

影响的假设。

考虑随机变量σi，以 0.5 概率取-1，0.5 概率取 1，称为 Rademacher 随机变量。
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将上式重写为 
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1



m

i
ii

Hh
h

m
xσ  ∈[0,1]，它体

现了假设空间 H 的表达能力。例如，|H|=1，则期望为 0；若 H 能打散 D，则期

望为 1。
考虑实值函数空间 F:X→R，令 Y={x1,…,xm}，其中 xi∈X。定义函数空间 F 关于

Y 的经验 Rademacher 复杂度： ])(1sup[E)(ˆ
1




m

i
ii

Ff
Y f

m
FR x 。其衡量了函数空间

F 与随机噪声在集合 Y 中的相关性。通常我们希望了解函数空间 F 在 X 上关于

分布 D 的相关性，因此可对所有从 D 独立同分布采样而得的大小为 m的集合 Y

求期望，得到 )](ˆ[E)( |:| FRFR YmYXYm  。

可得到关于函数空间基于 Rademacher复杂度的泛化误差界：

定理：对实值函数空间 F：Z→[0,1]，根据分布 D 从 Z 中独立同分布采样得到示

例集 Y={x1,…,xm}，xi∈Z，0＜δ＜1，对任意 f∈F，至少 1-δ概率有：

m
FRf

m
f m

m

i
i 2

)/1ln()(2)(1)]([E
1


 



xx ；

m
FRf

m
f Y

m

i
i 2

)/2ln(3)(2)(1)]([E
1


 



xx 。

定理：对假设空间 H:X→{±1}，根据分布 D 从 X 中独立同分布采样得到示例集

Y={x1,…,xm}，xi∈X，0＜δ＜1，对任意 h∈H，以至少 1-δ概率有：

m
HRhEhE m 2

)/1ln()()(ˆ)( 
 ；

m
HRhEhE Y 2

)/2ln(3)(ˆ)(ˆ)( 
 。

可以看出 Rademacher 复杂度的泛化误差界与分布 D 和数据集 Y 有关，通常比

VC 维的泛化误差更紧。

假设空间 H 的复杂度 Rm(H)与增长函数ΠH(m)满足：
m

mHR H
m

)(ln2)( 
 ，

从而可以推出 VC 维的泛化误差界：
mm

demdhEhE
2

)/1ln()/ln(2)(ˆ)( 
 。

12.6 稳定性

希望获得与算法有关的分析结果。给定 D=(z1=(x1,y1),…,zm=(xm,ym))，xi∈X 是来

自分布 D 的独立同分布示例，yi∈{±1}。对假设空间 H:X→{±1}和学习算法Σ，
令ΣD∈H 表示基于训练集 D 从假设空间 H 中学得的假设，考虑 D 的以下变化：

·D\i 表示移除第 i 个样例得到的集合；

·Di表示替换第 i 个样例得到的集合。

损失函数 l(ΣD(x),y)刻画了假设ΣD的预测标记ΣD(x)与真实标记 y之间的差别，简

记为 l(ΣD,z)。
·泛化损失：l(Σ,D)=Ex∈X,z=(x,y)[l(ΣD,z)]；
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·经验损失： 



m

i
iDl

m
l

1
),(1)D,(ˆ z ；

·留一损失：lloo(Σ,D)= 



m

i
iiDl

m 1
\ ),(1 z 。

定义算法均匀稳定性：对任意 x∈X，z=(x,y)，若学习算法Σ满足：|l(ΣD,z)-l(ΣD\i,z)|
≤β，i = 1,2,…,m，则称Σ关于损失函数 l满足β-均匀稳定性。

注：移出示例的稳定性包含替换示例的稳定性。

若损失函数 l有界，即对所有的 D 和 z=(x,y)有 0≤l(ΣD,z)≤M，则有：

给定从分布 D 上独立同分布采样得到的大小为 m的示例集 D，若学习算法Σ满足

关于损失函数 l的β-均匀稳定性，且损失函数 l的上界为 M，0＜δ＜1，则对任意

m≥1，以至少 1-δ概率有：

m
MmDlDl

2
)/1ln()4(2),(ˆ),(   ，

m
MmDlDl loo 2

)/1ln()4(),(),(   。

这给出了基于稳定性分析推导出的学习算法Σ学得假设的泛化误差界。首先，必

须假设 0m ，即经验损失收敛于泛化损失。便于计算设 m/1 ，代入得到

m
M

m
DlDl

2
)/1ln()4(2),(ˆ),( 

 。对损失函数 l，若学习算法Σ所输出的假

设满足经验损失最小化，则称算法满足 ERM 原则。

定理：若学习算法Σ是 ERM 且稳定的，则假设空间 H 可学习。

13 半监督学习

13.1 未标记样本

学习器不依赖外界交互、自动地利用未标记样本来提升学习能力，称为半监督学

习。要利用未标记样本，需要做一些假设。聚类假设：假设数据存在簇结构，同

一个簇的样本属于同一个类别。流形假设：假设数据分布在一个流形结构上，邻

近样本拥有相似的输出值。

可进一步分为纯半监督学习（假定训练数据中的未标记样本并非待遇测的数据）

和直推学习（假定学习过程中所考虑的未标记样本恰是待预测数据，学习目的是

在这些未标记样本上获得最优泛化性能）。

13.2 生成式方法

假设所有数据都是由同一个潜在的模型“生成”的，未标记数据可看作模型的缺

失参数，可基于 EM 算法进行极大似然估计求解。

给定样本 x，真实类别标记为 y。假设样本由高斯混合模型生成，且每个类别对

应一个高斯混合成分，即 



N

i
iii pp

1
),|()( μxx  。设 f (x)表示模型 f对 x的预测
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标记，Θ表示样本 x隶属的高斯混合成份。由后验概率最大化，知





n

iYy

n
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11
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其中
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1
),|(
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

x

xx 。

给定有标记样本集 Dl={(x1,y1),…,(xl,yl)}和未标记样本集 Du={xl+1,…,xl+u}。假设所

有样本独立同分布，且由同一个高斯混合模型生成，则 Dl∪Du的对数似然是


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

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可用 EM 算法求解，更新式为：

·E 步：
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·M 步：基于γji更新模型参数，其中 li表示第 i类的有标记样本的数目，
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此类方法关键：模型假设必须准确，生成式模型必须与真实数据分布吻合，否则

利用未标记数据反倒会降低泛化性能。

13.3 半监督 SVM(S3VM)
试图找到能将两类有标记样本分开，且穿过数据低密度区域的划分超平面。最著

名的是 TSVM（Transductive Support Vector Machine）。它试图考虑对未标记样

本进行各种可能的标记指派，即尝试将每个未标记样本分别作为正例或反例，然

后在所有这些结果中寻求一个在所有样本上间隔最大化的划分超平面。

给定 Dl={(x1,y1),…,(xl,yl)}和 Du={xl+1,…,xl+u}，其中 yi∈{±1}，TSVM 的学习目

标是为 Du中的样本给出预测标记 ),,(ˆ 1 ull yy  y ，使得
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若尝试未标记样本的各种标记指派是一个穷举过程，仅当未标记样本很少时才有
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可能直接求解。必须采用更高效的优化策略。

TSVM 采用局部搜索法来迭代地寻找近似解。先利用有标记样本学得一个 SVM，

然后利用这个 SVM 对未标记数据进行标记指派（赋予“伪标记”）。此时 ŷ已

知，得到标准 SVM 问题，再求解出新的划分超平面和松弛变量（注意 Cu应当设

置比 Cl小，让有标记样本所起作用更大）。接下来，TSVM 找出两个标记指派

为异类且很有可能发生错误的未标记样本，交换它们的标记，再重新基于优化问

题求解出划分超平面和松弛变量；再找出两个标记指派为异类且很有可能发生错

误的未标记样本……标记指派调整完成后，逐步增大 Cu以提高未标记样本对优

化目标的影响，进行下一轮标记指派调整，直至 Cu=Cl。此时求解得到的 SVM
给未标记样本提供了标记，还能对未见的示例进行预测。

对未标记样本进行样本指派及调整的过程中，有可能出现类别不平衡问题，这是

可以将优化目标中的 Cu项拆分成 Cu+和 Cu-项，分别对应基于伪标记而当作正、

反例使用的未标记样本，并在初始化时满足 Cu+u+=Cu-u-。

13.4 图半监督学习

给定一个数据集，可将其映射为一个图，每个样本对应于图中一个结点。若两个

样本间相似度很高，则对应的结点之间存在一条边，边的强度正比于样本之间的

相似度。可将有标记样本所对应的结点想象为染过色，而未标记样本所对应的结

点尚未染色。半监督学习就对应于“颜色”在图上扩散或传播过程。由于一个图

对应于一个矩阵，这能使得我们能基于矩阵运算来进行半监督学习算法的推导。

给定Dl={(x1,y1),…,(xl,yl)}和Du={xl+1,…,xl+u}。先基于Dl∪Du构建一个图G=(V,E)，

其中边集 E 表示为一个亲和矩阵，常定义

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假定从图 G=(V,E)将学得一个实值函数 f :V→R，对应分类规则为 yi=sgn(f (xi))。
直观上看，相似的样本应具有形似的标记，于是可定义关于 f的能量函数：

ffxx )WD())()(()W(
2
1)(

1 1

2  
 

T
m

i

m

j
jiij fffE 。其中 f =(f (x1),…,f (xm))T，

D=diag(d1,…,dm)是对角阵，其对角元素 di是矩阵 W 的第 i行元素之和。
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具有最小能量的函数 f在标记样本上满足 f (xi)=yi，在未标记样本上满足△f =0,

其中△=D-W 为拉普拉斯矩阵，采用分块矩阵 
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则上式可重写为 
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可知

fu= (Duu-Wuu)-1Wul fl。令 P=D-1W，则重写为 fu= (I-Puu)-1Pul fl。将 fl代入即可。

下面来看一个适用于多分类问题的标记传播方法。定义一个 m×|Y|的非负标记矩

阵F=(F1T,…,FmT)T，其第 i行元素Fi为示例 xi的标记向量，相应的分类规则为 yi=arg

max(F)ij。将 F 初始化为
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基于此至收敛可得 YSItFF 1))(1()(lim*   ，从而获得 Du中样本的标记。
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未标记样本往往很多，为了缓解过拟合，可在式中引入针对未标记样本的 L2范

数项 




ul

li
iF

1

2|||| 。特别地，若

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
1

，此式最优解对应图中的收敛解 F*。

算法缺点：存储开销大，难以判知新样本在图中的位置（可以重新构图标记传播，

也可以将 Dl和 Du合并训练一个学习器）。

13.5 基于分歧的方法
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使用多学习器，学习器之间的分歧对未标记数据的利用至关重要。

多视图数据：拥有多个属性集，每个属性集构成了一个视图，表示为([x1,x2],y)。
假设不同视图具有相容性，即其所包含的关于输出空间 Y 的信息是一致的：令

Y1 表示从信息 A 判别的标记空间，Y2 表示从信息 B 判别的标记空间，则成立

Y=Y1=Y2。

协同训练：利用多视图的相容互补性。假设数据拥有两个充分且条件独立视图，

“充分”是指每个视图都包含足以产生最优学习器的信息，“条件独立”则是指

在给定类别标记条件下两个视图独立。在此情形下，可这样利用未标记数据：首

先在每个视图上基于有标记样本分别训练出一个分类器，然后让每个分类器去挑

选自己最有把握的未标记样本赋予伪标记，并将伪标记样本提供给另一个分类器

作为新增的有标记样本用于训练更新……这个“相互学习、共同进步”的过程不

断迭代，直至两个分类器都不再发生变化，或达到预先设定的迭代轮数。

也可以使用不同学习算法、不同数据采样、不同参数设置来协同训练。此类算法

无需数据拥有多视图，仅需弱学习器之间有差异，即可通过相互提供伪标记来提

升泛化性能。

13.6 半监督聚类

聚类任务中获得的监督信息大致有两种类型。第一种是“必连”与“勿连”约束，

前者是指样本必属于同一个簇，后者是指样本必不属于同一个簇；第二种类型的

监督信息则是少量的有标记样本。

约束 k 均值算法是利用第一类监督信息的代表。
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考虑第二种监督信息。给定样本集 D={x1,…,xm}，有少量的有标记样本为 S=∪Sj，

其中非空集合 Sj 为隶属于第 j 个聚类簇的样本。可以直接将他们作为“种子”，

用它们作为“种子”来初始化 k 均值算法的 k 个聚类中心，并且在聚类簇迭代更

新过程中不改变种子样本的簇隶属关系，得到约束种子 k 均值算法。
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14 概率图模型

14.1 隐马尔可夫模型

概率图模型是一类用图来表达变量相关关系的概率模型。最常见的是用一个结点

表示一个或一组随机变量，结点之间的边表示变量间的概率相关关系。根据边的

性质不同，可以将概率图模型分为两类：有向无环图（贝叶斯网），无向图（马

尔可夫网）。

隐马尔可夫模型是结构最简单的动态贝叶斯网，主要用于时序数据建模。

隐马尔可夫模型中的变量分为两组，一组是状态变量{y1,…,yn}，其中 yi∈Y 表示

第 i时刻的系统状态，通常假设为隐变量。第二组是观测变量{x1,…,xn}，其中 xi
∈X 表示第 i时刻的观测值。在隐马尔可夫模型中，系统通常在多个状态之间转

换，因此状态变量 yi的取值范围 Y 通常是有 N 个可能取值的离散空间。便于讨

论仅考虑离散型观测变量，并假定取值范围 X={o1,…,oM}。

图 14.1 的箭头表示了变量间的依赖关系。这是一个 Markov chain：系统下一时刻

的状态仅有当前状态决定，不依赖于以往的任何状态。基于这种依赖关系，所有

变量的联合概率分布为 



n

i
iiiinn yxPyyPyxPyPyxyxP

2
111111 )|()|()|()(),,,,(  。

参数为：1°状态转移概率：模型在各个状态间转换的概率，记为矩阵 A；

2°输出观测概率：模型根据当前状态获得各个观测值的概率，记为矩阵 B；
3°初始状态概率：模型在初始时刻各状态出现的概率，记为向量π。
给定隐马尔可夫模型λ=[A,B,π]，它按如下过程产生观测序列{x1,…,xn}：
1°设置 t=1，并根据初始状态概率π选择初始状态 y1；

2°根据状态 yt和输出观测概率 B 选择观测变量取值 xt；
3°根据状态 yt和状态转移矩阵 A 转移模型状态，即确定 yt+1；

4°若 t＜n，设置 t=t+1，并转到第 2 步，否则停止。

在实际应用中，人们常关注隐马尔可夫模型的三个基本问题：

·给定模型，如何有效计算其产生观测序列的概率？（如何评估模型与观测序列

之间的匹配程度？）

·给定模型和观测序列，如何找到与此观测序列最匹配的状态序列？（如何根据

观测序列推断出隐藏的模型状态？）

·给定观测序列，如何调整模型参数使得序列出现的概率最大？（如何训练模型

使其能最好地描述观测数据？）

例子：语音识别任务中，观测值为语音信号，隐藏状态为文字，即第二个问题；

如何根据训练样本学得最优的模型参数，又是第三个问题。

14.2 马尔可夫随机场

马尔可夫网，无向图模型。图中每个结点表示一个或一组变量，结点之间的边表

示两个变量间的依赖关系。有一组势函数，定义在变量子集上的非负实函数，主

要用于定义概率分布函数。
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对于图中结点的一个子集，若其中任意两结点间都有边连接，则称该结点子集为

一个团；如若在一个团中加入另外任何一个结点都不再形成团，则称为极大团。

在马尔科夫随机场中，多个变量间的联合概率能基于团分解为多个因子的乘积，

每个因子仅与一个团相关。具体来说，对于 n个变量 x={x1,…,xn}，所有团构成

的集合为 C，与团 Q∈C 对应的变量集合记为 xQ，则联合概率 P(x)定义为 P(x)=


CQ

QQZ
)(1 x 。其中 Q 为与团 Q 对应的势函数，用于对团 Q 中的变量关系进行建

模；   


x
x

CQ QQZ )( 是规范化因子。

注意到任意团都会被极大团包含，于是联合概率也可定义为P(x)= 
 *
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*

1
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x ，

其中   


x
x

*
)(*

CQ QQZ  是规范化因子，C*是所有极大团构成的集合。

若从结点集 A 中的结点到 B 中的结点都必须经过结点集 C 中的结点，则称结点

集 A 和 B 被结点集 C 分离，C 称为分离集。对马尔可夫随机场，有“全局马尔

可夫性”：给定两个变量子集的分离集，则这两个变量子集条件独立。推论：

·局部马尔可夫性：给定某变量的邻接变量，则该变量条件独立于其他变量；

·成对马尔可夫性：给定所有其他变量，两个非邻接变量条件独立。

现在来考察势函数，其作用是定量刻画变量集 xQ中变量之间的相关关系，应该

是非负函数，且在所偏好的变量取值上有较大函数值。

为了满足非负性，指数函数常被用于定义势函数
)()( QQH

QQ e xx  ，其中 HQ(xQ)

是定义在变量 xQ上的实值函数，常见形式为 

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14.3 条件随机场

一种判别式无向图模型，对条件分布进行模型。

试图对多个变量在给定观测之后的条件概率进行建模。令 x={x1,…,xn}为观测序

列，y={y1,…,yn}为与之相应的标记序列，则条件随机场的目标是构建条件概率模

型 P(y|x)。令 G=<V,E>表示结点与标记变量 y中元素一一对应的无向图，yv表示

与结点 v对应的标记变量，n(v)表示结点 v的邻接结点，若图 G 的每个变量 yv
都满足马尔可夫性，即 P(yv|x,yV\{v})=P(yv|x,yn(v))，则(y,x)构成一个条件随机场。

常用链式条件随机场。

与马尔可夫随机场定义联合概率的方式类似，条件随机

场使用势函数和图结构上的团来定义条件概率 P(y|x)。
给定观测序列 x，链式条件随机场主要包含两种关于标

价变量的团，即单个标记变量 yi以及相邻的标记变量

{yi-1,yi}。从而 







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tj(yi+1,yi,x,i)是定义在观测序列的两个相邻标记位置上的转移特征函数，用于刻画

相邻标记变量之间的相关关系以及观测序列对它们的影响，sk(yi,x,i)是定义在观

测序列的标记位置 i上的状态特征函数，用于刻画观测序列对标记变量的影响。
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14.4 学习与推断

可将参数视为待推测变量，下面只讨论概率图模型的推断方法。

假设图模型所对应的变量集 x={x1,…,xN}能分为 xE和 xF两个不相交的变量集，推

断问题的目标就是计算边集概率 P(xF)或条件概率 P(xF|xE)。由于联合概率可基于

概率图模型获得，因此推断问题的关键是如何高效地计算边际分布 P(xE)。大致

分为两类：一类是精确推断方法，一类是近似推断方法。本节介绍前者。

·变量消去

动态规划算法，利用图模型描述的条件独立性来削减计算目标概率值所需的计算

量。直接计算边际分布。缺点是若要计算多个，会造成大量冗余。

·信念传播

记 mij(xj)是中间结果，i 表示对 i 相加，j 表示剩下的其他变量。

 



ix jink

ikijijij xmxxxm
\)(

)(),()(  ，n(i)表示 xi的邻接结点。 



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ikii xmxP 。

如果图结构没有环，则信念传播算法只需经过两个步骤：

1. 指定根结点，从所有叶结点开始向根节点传递消息，直到根结点收到所有邻

接结点的消息；

2. 从根结点开始向叶结点传递消息，直到所有叶结点均收到消息。

这样可以获得所有的 mij(xj)，从而计算出 P(xi)。
14.5 近似推断

·MCMC 采样

构造平稳分布为 p 的马尔科夫链。设 T(x'|x)为 x 到 x'的转移概率，则若在某个时

刻马尔科夫链满足平稳条件 p(xt)T(xt-1|xt)=p(xt-1)T(xt|xt-1)，则 p(x)是平稳分布。

MH 算法：拒绝采样逼近平稳分布。接受率为 A(x*|xt-1)=min(1,
)|*()(

*)|(*)(
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吉布斯采样：随机选取某变量 xi，根据 x中除 xi变量现有取值，计算 p(xi|…)，
根据这个概率 xi进行采样，代替原来值。

·变分推断

用简单分布逼近复杂分布。概率密度函数 p(x|Θ)=



N

i z
i zxp
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察到的 x来估计隐变量 z 和分布参数变量Θ。采用 EM 算法。实际上 E 步计算

p(z|x,Θ)往往很负责，可使用变分推断。

假设 z 服从分布 q(z)=


M

i
ii zq

1

)( ，即复杂的 z 可以拆成相互独立的多变量 zi，可以

令 qi分布相对简单（假设为指数族分布）。
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)( 。恰

当地分割独立变量子集 zj并选择 qi服从的分布，Ei≠j[ln p(x,z)]往往有闭式解，这

样就可以高效地对隐变量 z 进行推断。

14.6 话题模型

·隐狄利克雷分配

其中α是狄利克雷分布参数，Θ是话题分布，zt,n是某个词的话题指派，βk是某话

题所对应的词频。

LDA 生成步骤：

1°根据参数为α的狄利克雷分布采样一个话题分布Θ；

2°按以下步骤生成文档中的 N 个词：

a) 根据Θ进行话题指派，得到文档中词 n 的话题 zt,n；

b) 根据指派的话题所对应的词频分布βk随机采样生成词。


