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常微分方程
主讲人：王 嵬

打字人：龚诚欣

1 基本概念

1.1 微分方程及其解的定义

【定义 1.1】凡是联系自变量 x，与这个自变量的未知函数 y=y(x)，和它的导数

y'=y'(x)以及直到 n 阶导数 y(n)=y(n)(x)在内的方程 F(x,y,y',…,y(n))=0 叫做常微分方

程，其中导数实际出现的最高阶数 n 叫作常微分方程的阶。

在常微分方程中，如果右端函数 F 对未知函数 y 和 y',…,y(n)的全体而言是一次的，

则称它是线性常微分方程；否则称它为非线性常微分方程。

【定义 1.2】设函数 y=φ(x)在区间 J 上连续，且有直到 n 阶的导数。如果 y=φ(x)
及其相应的各阶导数代入方程 F(x,y,y',…,y(n))=0，得到关于 x 的恒等式，则称

y=φ(x)为微分方程 F(x,y,y',…,y(n))=0 在区间 J 上的一个解。

【定义 1.3】设 n 阶微分方程 F(x,y,y',…,y(n))=0 的解 y=φ(x,C1,C2,…,Cn)包含 n 个

独立的任意常数 C1,C2,…,Cn，则称它为通解。这里说 n 个任意常数 C1,C2,…,Cn

是独立的，其含义是 Jacobi 行列式 0
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如果微分方程 F(x,y,y',…,y(n))=0 的解 y=φ(x)不包括任意常数，则称它为特解。

初值问题（Cauchy 问题）：
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边值问题（以 2 阶为例）：
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，其解未必存在或唯一。

1.2 微分方程及其解的几何解释

考虑微分方程 ),( yxf
dx
dy

 ，(x,y)∈GR2，x∈IR。设 y=φ(x)，x∈I 是方程的

一个解。称Γ={(x,φ(x))}为积分曲线。由 y=φ(x)是方程的解，知φ'(x)=f(x,φ(x))。
取 P0=(x0,y0)∈G，则φ(x0)=y0，易知Γ在 P0 处切线方程为 y=y0+f(x0,y0)(x-x0)（与

φ(x)无关）。一般地，对于 P=(x,y)∈G，令 l(P)为以 f(P)为斜率的线段，得到微

分方程在 P 点的线素。令 P 取遍 G，得到线素场或方向场。方程的任何积分曲线

Γ与它的线素场吻合；反之，若{Λ:y=Ψ(x),x∈I}G 并且与方程的线素场吻合，

则Λ为积分曲线。定义 Lk={f(x,y)=k}，称为微分方程的等斜线。

结论： 
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求经过(x0,y0)并且与线素场 f(x,y)吻合的光滑曲线。

https://www.math.pku.edu.cn/jsdw/js_20180628175159671361/w_20180628175159671361/69973.htm
https://wqgcx.github.io/
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2 初等积分法

2.1 恰当方程

【定义 2.1】考虑微分方程 P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0，P,Q∈C(G)。若存在可微函数

Φ(x,y)使得 dΦ(x,y)=P(x,y)dx+Q(x,y)dy，则称该方程为恰当方程或全微分方程。

【定理 2.1】设 P(x,y),Q(x,y)在 R={(x,y)| a<x<b,c<y<d}上连续，且
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附注：求解恰当方程的关键是构造相应全微分的原函数Φ(x,y)。在单连通区域 R
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2.2 变量分离的方程

【定义 2.2】考虑微分方程 P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0。如果函数 P(x,y)和 Q(x,y)均可分

别表示为 x 的函数与 y 的函数的乘积，则称该方程为变量分离的方程。

考虑 X(x)Y1(y)dx+X1(x)Y(y)dy=0。当 X1(x)Y1(y)≠0 时，有 0
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。当 X1(a)=0 时，注意到 x=a 也是原方程

的解，但可能不是新方程的解。于是有结论：

方程 X(x)Y1(y)dx+X1(x)Y(y)dy=0 的解为：
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2.3 一阶线性方程

本节讨论形如 )()( xqyxp
dx
dy

 的微分方程的解，其中 p(x), q(x)∈C(a,b)。其中若

q(x) = 0 称该方程齐次，否则称为非齐次。

先讨论齐次线性方程的通解。 
 dxxp

Ceydxxp
y
dyyxp

dx
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再讨论非齐次线性方程的通解。
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考虑 Cauchy 问题，得到初值问题的解： 








  
 x

x

dttpdttp
dssqeyey

s

x

x

x

0

00 )(
)(

0

)(
。

性质：1. 齐次线性方程的解或者恒等于 0，或者恒不等于 0；
2. 线性方程的解是整体存在的；

3. 齐次线性方程的任何解的线性组合仍是它的解，齐次线性方程的任一解和非

齐次线性方程的任一解之和是非齐次线性方程的解，非齐次线性方程的任意两解

之差必是齐次线性方程的解；

4. 非齐次线性方程的任一解与齐次线性方程的通解之和构成非齐次线性方程的

通解；

5. 线性方程的初值问题的解（整体）存在且唯一。

2.4 初等变换法

2.4.1 齐次方程

如果微分方程 P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 中的函数 P(x,y)和 Q(x,y)都是 x 和 y 同次齐次

函数，则称为齐次方程。对于齐次方程，标准的变量替换是 y = ux。从而 P(x,y)
= P(x,ux) = xmP(1,u)，Q(x,y) = Q(x,ux) = xmQ(1,u)，代回原方程得变量分离方程。

注：齐次方程可以写为 dy/dx=Φ(y/x)；变换后 x = 0 是新方程的解，但不一定是

原方程的解，因为此时 y = ux 的变换不可逆。

讨论形如 











lnymx
cbyaxf

dx
dy

的微分方程。当 0 lc 时，这是齐次方程；当 lc, 不

全为 0 时，若 0bman ，则选择  , 满足
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2.4.2 伯努利方程

)()1()()1()1()()( 1 xqnyxpn
dx
dyynyxqyxp

dx
dy nnn   ，令 nyz  1 ，则
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方程转化为一阶线性方程 )()1()()1( xqnzxpn
dx
dz

 。

2.4.3 里卡蒂方程

假如一阶微分方程 ),( yxf
dx
dy

 的右端函数 ),( yxf 是一个关于 y的二次多项式，

则称此方程为二次方程，即是 )()()( 2 xryxqyxp
dx
dy

 ，其中 p(x),q(x),r(x)在区

间 I 上连续，且 p(x)不恒为 0。方程又叫做里卡蒂方程。

【定理 2.2】设已知里卡蒂方程的一个特解 y=φ1(x)，则可用积分法求得它的通解。

【证明】对方程作变换 y=u+φ1(x)，化简得 2
1 )()]()()(2[ uxpuxqxxp

dx
du

  ，这

是一个伯努利方程。

【定理 2.3】设里卡蒂方程 mbxay
dx
dy

 2 ，其中 a≠0,b,m是常数，又设 x≠0 且 y

≠0，则当 ),,2,1,0(,
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km 时，方程可通过适当的变换化为变量分离

方程。

【证明】对 m = 0，其本身就是变量分离方程。

对 m = -2，作变换 z = xy，得到
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和 m相比，这就完成了降次，因此可以重复 k次变为 m = 0 的情形。

2.5 积分因子法

考虑方程 P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0，我们尝试寻找一个可微的非零函数μ=μ(x,y)，使

得方程μ(x,y)P(x,y)dx+μ(x,y)Q(x,y)dy=0 成为恰当方程。这是函数μ=μ(x,y)叫做方

程的一个积分因子。这相当于求解 
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虽然从理论上说偏微分方程的解是存在的，但对它的求解又要归结到对原来的方

程求解，因此这通常是不可取的。但对于特殊情形，这却是可行的。

若积分因子μ=μ(x)，则可以推出 
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明 RHS 只依赖于 x，而与 y无关。反过来，若 RHS=G(x)，则可以推出  dxxG
e

)(
是

一个积分因子。

【定理 2.4】微分方程 P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 有一个只依赖于 x的积分因子的充要
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条件是表达式 
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【定理 2.5】微分方程 P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 有一个只依赖于 y的积分因子的充要

条件是表达式 
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【定理 2.6】若μ=μ(x,y)是方程 P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 的一个积分因子，使得μP(x,y)
+μQ(x,y)dy=dΦ(x,y)，那么μ(x,y)g(Φ(x,y))也是一个积分因子，其中 g(·)是任一可

微的(非零)函数。

分组积分因子法：设(P1dx+Q1dy)+(P2dx+Q2dy)=0，其中第一组和第二组各有积分

因子μ1和μ2，使得μ1P1dx+μ1Q1dy=dΦ1,μ2P2dx+μ2Q2dy=dΦ2，那么对于任意可微函

数 g1和 g2，μ1g(Φ1)是第一组的积分因子，μ2g(Φ2)是第二组的积分因子。若能选

取合适的 g1,g2使得μ1g(Φ1)=μ2g(Φ2)，则μ=μ1g(Φ1)就是原方程的积分因子。

若 P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 是齐次方程，则 ),(),(
1),(

yxyQyxxP
yx


 是一个积分

因子。

2.6 应用举例

【例 1】求已知曲线族的等角轨线。假设在(x,y)平面上由方程 f(x,y,C)=0 给出一

个以 C 为参数的曲线族。我们设法求出另一个曲线族 g(x,y,K)=0，其中 K 为参数，

使得其中任一条曲线与给定曲线族中的每一条曲线相交成定角α。称这样的曲线

族为已知曲线族的等角轨线族。当α=π/2 时，称为正交轨线族。

假设 0'Cf ，则 ),(
0),,('),,('

0),,(
yxH

dx
dy

dyCyxfdxCyxf
Cyxf

yx









，其中 ),( yxH

)),(,,('
)),(,,('
yxCyxf
yxCyxf

y

x ， ),( yxC 是利用隐函数存在定理得到的结果。

当α≠π/2 时，tanα
''1

''

1

1

yy
yy




 ，得到






tan),(1
tan),(),(

1tan'
tan'

yxH
yxH

dx
dyyxH

y
y








。

当α=π/2 时，
'

1'
1y

y  ，得到
),(

1
yxHdx

dy
 。

【例 2】对人口总数发展趋势的估计。设 N( t)表示某一个国家在时间 t 的人口总

数，并视为光滑函数。记 r=r(t,N)为人口增长率。由于在Δt 时间内的平均增长率

为
Nt
N



，故得到微分方程 rN

dt
dN

 ，（若 r为常数）解为 )(
0

0ttkeNN  （不符

合常识！）。模型改进为 bNar  ，其中 a,b是生命系数。a≈0.029，而 b取决
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于经济条件。得到微分方程 NbNa
dt
dN )(  ，解为 )(

00

)(
0

0

0

tta

tta

ebNbNa
eaNN 




 。

3 存在和唯一性定理

3.1 皮卡存在和唯一性定理

【定理 3.1】设方程(E)










00 )(

),(

yxy

yxf
dx
dy

， ),( yxf 在 }||,|{| 00 byyaxxR  内连

续，对 y满足 Lipschitz 条件，则方程在 I = [x0-h,x0+h]上有且只有一个解，这里 h
= min{a,b/M}，M＞max|f (x,y)|。

注 1： ),( yxf
dx
dy

 如果 f (x,y)在区域 DR2内连续并且对 y有连续偏导数，则经

过 D内每一点有且仅有一个解。

注 2：若 f (x,y)在区域 G内连续，则经过 G内每一点有一个解，但唯一性未必成

立。

寻找更弱条件：f (x,y)在区域 G内连续，而且满足|f (x,y1)-f (x,y2)|≤F(|y1-y2|)，其

中 F(r)＞0，是 r＞0 的连续函数，而且 
1

0 )(
r

rF
dr

，r1为常数，则称 f (x,y)在 G

内对 y满足 Osgood 条件。

【定理 3.2】若 f (x,y)在区域 G内对 y满足 Osgood 条件，则方程(E)在 G内经过

每一点的解都是唯一的。

3.2 佩亚诺存在定理

3.2.1 欧拉折线

用简单的折线来近似地描绘所要寻求的积分曲线。考虑微分方程(E)。将区间|x-x0|
≤h分成 2n等份，则 2n+1 个分点为 xk=x0+khn(k=0,±1,…,±n)。从初值点 P0(x0,y0)
出发先向右作折线，延长在 P0的线束 l(P0)交 x=x1于 P1(x1,y1)，则 y1=y0+f (x0,y0)。
再在 P1 点延长线束 l(P1)交 x=x2 于 P2(x2,y2)。如此类推，我们作出了一条折线

[P0,P1,…,Pn]。以同法向左作出一条折线[P-n,P-n+1,…,P0]。称γn为初值问题的欧拉折

线。从线素场的几何意义可以看出，把欧拉折线作为初值问题的一个近似解是合

理的，而且可以猜想，只要增大 n，就能提高近似的精度。这在理论上需要证明

欧拉折线在区间|x-x0|≤h上是收敛的。

3.2.2 Ascoli引理

设函数序列在有限闭区间 I 上是一致有界和等度连续的，则可以选取它的一个子

序列，使它在区间 I 上是一致收敛的。

3.2.3 佩亚诺存在定理

【引理 3.1】欧拉序列在区间|x-x0|≤h上至少有一个一致收敛的子序列。

【引理 3.2】欧拉折线在区间|x-x0|≤h上满足 )())(,()(
0

0 xdxxxfyx n

x

x nn    ，

其中 0)(lim 


xnn
 。

【定理 3.3】设函数 f (x,y)在矩形区域 R 内连续，则微分方程(E)在区间|x-x0|≤h
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上至少有一个解 y = y(x)。
注 1：由佩亚诺定理的证明可知，初值问题的欧拉序列的任何一致收敛子序列都

趋于微分方程的某个解。因此，如果微分方程解是唯一的，那么它的欧拉序列就

一致收敛到那个唯一的解。

注 2：佩亚诺定理在相当广泛的条件下保证了初值问题解的存在性，而不保证唯

一性。

注 3：一般来说，如果不要求 f (x,y)的连续性，那么初值问题可能是无解的。

3.3 解的延伸

【定理 3.4】区域 GR2，P0∈G，Γ为微分方程(E)经过 P0的任一积分曲线，则Γ
可在 G 内延拓到边界，即对于任意有界闭区域 G1，P0∈G1G，Γ可延拓到 G1

之外。

推论：设 f (x,y)在 G 内连续，对 y满足局部 Lipschitz 条件（对区域 G 内任一点 q，
存在以 q点为中心的一个矩形区域 QG，使得在 Q 内 f (x,y)对 y满足 Lipschitz
条件），则(E)经过 G 内每一点 P0，存在唯一积分曲线Γ并且Γ可在 G 内延拓到边

界。

【例 1】微分方程 22 yx
dx
dy

 任一解的存在区间都是有界的。

不妨设最大存在区间是[x0,β0)，且存在 x1使得[x1,β0) [x0,β0)，那么有 1'
22

1


 yx
y

，

从 x1到 x积分得到 x-x1≤π/x1，从而解存在区间有界。

【例 2】微分方程
2

)( xyeyx
dx
dy

 任一右行解的存在区间延伸到无穷。

利用线素场定性分析。

【定理 3.5】设微分方程(E)，其中函数 f (x,y)在条形区域 S:α＜x＜β，-∞＜y＜∞
内连续，而且满足不等式|f (x,y)|≤A(x)|y|+B(x)，其中 A(x),B(x)≥0 且在区间(α,β)
上连续。则微分方程每一个解都以(α,β)为最大存在区间。

3.4 比较定理及其应用

【定理 3.6】第一比较定理：设 f (x,y),F(x,y)∈C(G)，GR2，并且 f (x,y)＜F(x,y)。
又设函数 y=g(x),y=G(x)在区间 a＜x＜b上分别是微分方程

E1=










00 )(

),(

yxy

yxf
dx
dy

,E2=










00 )(

),(

yxy

yxF
dx
dy

的解，则








0

0

),()(
),()(

xxaxGxg
bxxxGxg
。

如果在|x-x0|≤h上E 有两个解 y=Z(x)和 y=W(x)使得E的任一解 y=y(x)都满足W(x)
≤y(x)≤Z(x)，则称 W(x)是 E 的最小解，Z(x)是 E 的最大解。

【定理 3.7】存在正数σ＜h，使得在区间|x-x0|≤σ上，初值问题 E 有最小解和最

大解。

【定理 3.8】第二比较定理：设 f (x,y),F(x,y)∈C(G)，GR2，并且 f (x,y)≤F(x,y)。
又设函数 y=g(x),y=G(x)在区间 a＜x＜b上分别是微分方程 E1,E2的解，并且 y=g(x)
是 E1的右行最小解和左行最大解（或者：y=G(x)是 E2的右行最大解和左行最小

解），则








0

0

),()(
),()(

xxaxGxg
bxxxGxg
。
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4 奇解

4.1 一阶隐式微分方程

讨论一阶隐式方程 F(x,y,y')=0 的几个特殊解法。

4.1.1 微分法

假设可解出 y = f (x,p), p = y'并且 f ∈C1，则
dx
dppxfpxf

dx
dyp px ),('),('  ，即是

[fx'(x,p) - p]dx + fp'(x,p)dp = 0。设方程有解 p = u(x,C)，则 y = f (x,u(x,C))是原方程

的解。若方程有特解 p = u(x)，则 y = f (x,u(x))是原方程的特解。若 x = v(x,C)是方

程的解，则 x = v(p,C),y = f (v(p,C),p)是原方程的通解。

4.1.2 参数法

设微分方程不明显包含自变量，即 F(y,p)=0。作为变元 y和 p之间的联系，方程

在(y,p)平面上一般表示若干条曲线。设 y=g(t),p=h(t)是其中一条，且 h,g,g'∈C1，

则 Cdt
th
tgx

th
dttgdy

p
dxp

dx
dy

  )(
)('

)(
)('1

。通解为 Cdt
th
tgx   )(
)(' ,y =

g(t)。上面的参数法也适用于方程 F(x,p)=0。
一般而言，F(x,y,p)在三维空间(x,y,p)中表示曲面。设 x=f (u,v),y=g(u,v),z=h(u,v)。
由 dy=pdx，知 gu'du+gv'dv=h(u,v)(fu'du+fv'dv)，即 M(u,v)du+N(u,v)dv=0。设 v=U(u,C)
是方程的解，则原方程的通解为 x=f (u,U(v,C)),y=g(u,U(v,C))。
4.2 奇解

【定义 4.1】设 F(x,y,p)=0 有一个特解Γ:y=g(x)。若对Q∈Γ，在 Q 的任意邻域

中有一个解在 Q 与Γ相切，则称Γ为奇解。

【定理 4.1】设 F(x,y,p)∈C(G)，Fy',Fp'∈C(G)，若 y=g(x)是 F(x,y,p)=0 的奇解，

并且(x,g(x),g'(x))∈G，则奇解满足一个称之为 p-判别式的联立方程：F(x,y,p)=0，
Fp'(x,y,p)=0。设从中消去 p得到方程Δ(x,y)=0，则称由此所决定的曲线为方程的

p-判别曲线。因此，微分方程的奇解是一条 p-判别曲线。

【定理 4.2】设 F(x,y,p)∈C2(G)，且 F(x,y,p)=0 的 p-判别式消去 p后得到的函数

y=g(x)是方程的解，满足 Fy'(x,g(x),g'(x))≠0,Fpp''(x,g(x),g'(x))≠0,Fp(x,g(x),g'(x))=0。
则 y=g(x)是奇解。

4.3 包络

【定义 4.2】设在平面上有一条连续可微的曲线Γ。如果对于任一点 q∈Γ，在曲

线族 K(C):V(x,y,C)=0 中都有一条曲线 K(C*)通过 q 点并在该点与Γ相切，而且

K(C*)在 q 点的某一邻域内不同于Γ，则称曲线Γ为曲线族的一支包络。

【定理 4.3】设 F(x,y,p)=0 有通积分 U(x,y,C)=0，又设曲线族有包络Γ:y=φ(x)，则

包络 y=φ(x)是微分方程的奇解。

【定理 4.4】设Γ是曲线族 K(C):V(x,y,C)=0 的一支包络，则它满足如下的 C-判别

式：V(x,y,C)=0，VC'(x,y,C)=0。
【定理 4.5】设由曲线族 K(C):V(x,y,C)=0 的 C-判别式确定一支连续可微且不含于

族的曲线 A:x=f (C),y=g(C)，而且满足非退化性条件(f'(C),g'(C))≠(0,0)，(Vx',Vy')



9

≠(0,0)，其中 Vx'=Vx'(f (C),g(C),C)，Vy'=Vy'(f (C),g(C),C)。则 A 是曲线族的一支包

络。

5 高阶微分方程

5.1 几个例子

设 n阶自治微分方程 F(y,y',…,y(n))=0，令 z=y'，得到 n-1 阶方程 F1(y,z,…,z(n-1))=0，
其中 z是未知函数，y是自变量。

平面(x,y)称为相平面，轨线分布图称为相图。

例：单摆方程、悬链线方程、二体问题。

5.2 n维线性空间中的微分方程

设 n阶微分方程式 ),,,,( 1

1





 n

n

n

n

dx
yd

dx
dyyxF

dx
yd  ，令 1

1

21 ,,, 



 n

n

n dx
ydy

dx
dyyyy  ，

则微分方程等价于下列 n阶标准微分方程组
























).,,,(

,

,

1

1

2
1

n
n

n
n

yyxF
dx
dy

y
dx
dy

y
dx
dy




。

这类微分方程可以写成如下标准形式： ),(

).,,,(

                   

),,,,(

),,,,(

1

12
2

11
1

yfy x
dx
d

yyxf
dx
dy

yyxf
dx
dy

yyxf
dx
dy

nn
n

n

n
































。

Lipschitz 条件：|f (x,y)-f (x,z)|≤L|y-z|。可以推广皮卡定理和佩亚诺定理。

如果方程中函数 f1,…,fn是关于 y1,…,yn的线性函数，fk(x,y1,…,yn)=Σaik(x)yi+ek(x)，

则称微分方程是线性的。线性微分方程组可以写成向量形式 )()( xxA
dx
d eyy

 。

结论：若 A(x),e(x)∈C(a,b)，则微分方程










00 )(

)()(

yy

eyy

x

xxA
dx
d

解在(a,b)上存在唯一。

5.3 解对初值和参数的连续依赖性

考虑初值问题 00 )(),,,( yyλyfy
 xx

dx
d

关于初值 ),( 00 yx 和λ的依赖性问题。

先考虑连续依赖性。作变换 t=x-x0，u=y-y0，则 000 )0(),,,( uuλyufu
 xt

dt
d

。
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不失一般性，我们只讨论初值问题 0 )0(),,,( yλyfy x
dx
d

对参量λ的依赖性。

【定理 5.1】设 f (x,y,λ)在区域 G:|x|≤a,|y|≤b,|λ-λ0|≤c上连续，而且对 y满足李氏

条件，令 M=maxG|f (x,y,λ)|，h=min(a,b/M)，则初值问题解 y=φ(x,λ)在区域 D:|x|
≤h,|λ-λ0|≤c上是连续的。

推论：设 f (x,y)∈C(R)，R:|x-x0|≤a,|y-y0|≤b，对 y满足李氏条件，则微分方程初

值问题 ηyyy
 )(),,( 0xxf

dx
d

的解 y=φ(x,η)在区域 Q:|x-x0|≤
2
h ,|η-y0|≤

2
b
上是连

续的。

【定理 5.2】设 n维向量函数 f (x,y)在(x,y)空间内某个开区域 G 上是连续的，而

且对 y满足局部李氏条件。假设 y=g(x)是微分方程 dy/dx=f (x,y)是微分方程的一

个解，令它的存在区间为 J。在区间 J 内任取一个有界闭区间 a≤x≤b，则存在δ
＞0，使得 (x0,y0)，a≤x0≤b，|y0-g(x0)|≤δ，初值问题 dy/dx=f (x,y),y0=g(x0)的解

y=φ(x,x0,y0)也至少在区间 a≤x≤b上存在，并且它在闭区域 a≤x,x0≤b,|y0-g(x0)|
≤δ上是连续的。

5.4 解对初值和参数的连续可微性

【定理 5.3】设 f (x,y,λ)在区域 G:|x|≤a,|y|≤b,|λ-λ0|≤c上连续，而且对 y,λ有连续

的偏导数。则微分方程










0)0(

),,(

y

λyfy x
dx
d

的解 y=φ(x,λ)在区域 D：|x|≤h,|λ-λ0|≤c上

是连续可微的。

推论：设 f (x,y)∈C(R)，R:|x-x0|≤a,|y-y0|≤b，对 y有连续的偏导数。则初值问题

ηyyy
 )(),,( 0xxf

dx
d

的解 y=φ(x,η)在区域 Q:|x-x0|≤
2
h ,|η-y0|≤

2
b
上是连续可微

的。
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6 线性微分方程组

6.1 一般理论

考虑线性微分方程组 )()( xx
dx
d fyAy

 。如果 f (x) = 0，称为齐次线性微分方程

组；否则称为不齐次的。

存在唯一性定理：线性微分方程组满足 y(x0)=y0的解在区间 a＜x＜b上存在唯一。

6.1.1 齐次线性微分方程组

【引理 6.1】设 y=y1(x)和 y=y2(x)是齐次线性方程组的解 yAy )(x
dx
d

 ，则 y=C1y1(x)

+C2y2(x)也是解。从而齐次线性方程组的解所组成的集合 S 构成线性空间。

【引理 6.2】线性空间 S 是 n维的，这里 n是微分方程组的阶数。

【定理 6.1】其次线性微分方程组在区间 a＜x＜b上有 n个线性无关的解 f1(x),…,
fn(x)，称为基本解组，而且它的通解为 y=C1f1(x)+…+Cnfn(x)。
假设已知 y1(x),…,yn(x)是微分方程组的 n个解称行列式W(x)=|(y1(x),…,yn(x))|为解

组的朗斯基行列式。

【引理 6.3】朗斯基行列式满足刘维尔公式：

x

x
dxxAtr

exWxW 0
)]([

0 )()( 。

【定理 6.2】解组 y1(x),…,yn(x)线性无关当且仅当W(x0)≠0，a＜x0＜b。
【推论 6.1】解组 y1(x),…,yn(x)线性相关当且仅当 W(x)=0 在(a,b)上恒成立。

对于解组 y1(x),…,yn(x)，令矩阵 Y=(yij(x))n×n称为齐次线性方程组的解矩阵，从而

)(Y)()(Y xxA
dx
xd

 。若 y1(x),…,yn(x)是基本解组，称相应解矩阵是基本解矩阵，

它的通解是 y=Y(x)c，其中 c是 n为任意常数列向量。

【推论 6.2】任意两个基本解矩阵之间相差一个非奇异常数矩阵。

6.1.2 非齐次线性微分方程组

【引理 6.4】如果Φ(x)是相应齐次线性微分方程组的一个基解矩阵，f*(x)是一个

特解，则任一解 y=f (x)可以表示为 f (x)=Φ(x)c+f*(x)。
【引理 6.5】设Φ(x)是相应齐次线性微分方程组的一个基解矩阵，则

 
x

x
dsssxx

0

)()()()(* 1 ff 给出非其次线性微分方程组的一个特解。

【定理 6.3】设Φ(x)是相应齐次线性微分方程组的一个基解矩阵，则非其次线性

微分方程组在区间 a＜x＜b上的通解可以表示为 




   x

x
dsssx

0

)()()( 1 fcy ，

其中 c是 n维的任意常数列向量；而且非其次线性微分方程组满足初值条件 y(x0)

=y0的解为   
x

x
dsssxxx

0

)()()()()( 1
00

1 fyy 。

6.2 常系数线性微分方程组

考虑常系数线性微分方程组 )(x
dx
d fAyy

 。
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6.2.1 矩阵指数函数的定义和性质

令 M 表示由一切 n阶实数矩阵组成的集合。对 M 中的任何元素，||A||:=Σi,j|aij|。
(M,||·||)是完备的度量空间，且||AB||≤||A||·||B||，||Ak||≤||A||k。
【命题 1】矩阵 A 的幂级数 eA=E+A+A2/2!+…+Ak/k!+…是绝对收敛的。

【命题 2】1°AB=BA，则 eA+B=eAeB；2°(eA)-1=e-A；3°P 非奇异， 1APAP PP
1 


ee 。

6.2.2 常系数齐次线性微分方程组的基解矩阵

【定理 6.4】矩阵指数函数Φ(x)=exA 是常系数齐次线性微分方程组的一个标准基

解矩阵（满足Φ(0)=I）。

【推论 6.3】常系数非齐次线性微分方程组的通解为  
x

x

sxx dssee
0

)(A)(A fcy 。

6.2.3 利用若尔当标准型求基解矩阵

对于每一个 n阶矩阵 A，存在 n阶非奇异矩阵 P，使得 A=PJP-1，其中 J 是若尔

当标准型。每一个若尔当标准型可以分解为 Ji=λiI+B，其中 B 是幂零矩阵。从而

1JPJPA PP
1 
 xxx eee 提供了计算基解矩阵的一个方法。

6.2.4 待定指数函数法

一、A 只有单的特征根，则Φ(x)=exAP=Pdiag( xe 1 ,…, xne )，P=Φ(0)，exA=Φ(x)Φ-1(0)。

设 P=(r1,…,rn)，则基解矩阵Φ(x)=( 1
1 rxe ,…, n

xne r )。

【引理 6.6】齐次微分方程组有非零解 y=eλxr，当且仅当λ是矩阵 A 的特征根，而

r是与λ相应的特征向量。

【定理 6.5】设 n阶矩阵 A 有 n个互不相同的特征根λ1,λ2,…,λn，则矩阵函数Φ(x)=

( 1
1 rxe ,…, n

xne r )是齐次微分方程组的一个基解矩阵，其中 ri是 A 的与λi相应的特

征向量。

【定理 6.5'】设 r1,…,rn是矩阵 A 的 n个线性无关的特征向量，则矩阵函数Φ(x)=

( 1
1 rxe ,…, n

xne r )是齐次微分方程组的一个基解矩阵，其中λ1,…,λn是矩阵 A 的与

r1,…,rn相应的特征根。

设齐次微分方程组有一个复值解 y1=u(x)+iv(x)，则 y1的共轭 y2=u(x)-iv(x)也是一

个复值解，从而它们的实部 u(x)和虚部 v(x)都是方程组的实值解。这样，我们从

一对共轭的复值解可以得到两个实值解，最后得到 n个线性无关的实值解。

二、A 有相重的特征根，A 的互不相同的特征根为λ1,…,λn，相应的重数分别为

n1,…,ns。可以推出，与λi相关的 ni列都具有形式： 







 





1

0 !

i
i

n

k
k

k
x

k
xe ry  。

【引理 6.7】设λi是矩阵 A 的 ni重特征根，则齐次微分方程组有形如上式的非零

解的充要条件是：r0是齐次线性代数方程组 0 rini )EA(  的一个非零解，而 r1,

…是由下面的关系式逐次确定的：ri=(A-λiE)ri-1。
【定理 6.6】设 n阶实值常数矩阵 A 在复数域中互不相同的特征根是λ1,…,λs，而

且相应的重数分别为 n1,…,ns。则常系数齐次线性微分方程组有基解矩阵Φ(x)=
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 )(,),(,),(,),( )()(
1

)1()1(
1 1

11 xPexPexPexPe s
n

xsx
n

xx
s

ss  

其中 )(
1

1
)(

1
)(

0
)(

)!1(!1
)( i

jn
i

n
i
j

i
j

i
j i

i

n
xxxP 




 rrr  是与λi相应的第 j个向量多项式，而

)(
0

)(
10 ,, i

n
i

i
rr  是齐次线性代数方程组 0 rini )EA(  的 ni个线性无关的解，且 )(i

jkr 是

把 )(
0
i
jr 代替迭代式中的 r0而依次得出的 rk。

6.3 高阶线性微分方程式

讨论形如 )()()( )1(
1

)( xfyxayxay n
nn    的微分方程式。可以引进新的未知函

数 y1=y,y2=y',…,yn=y(n-1)，则方程等价于 )()( xxA
dx
d fyy

 。

6.3.1 高阶线性微分方程的一般理论

假设函数组 m1(x),…,mn(x)分别是原齐次线性微分方程的 n个解，则线性微分方程

组的 n个相应的解为(m1(x),m1'(x),…,m1(n-1)(x))T,…。它们的朗斯基行列式为 W(x)。
【定理 6.1】齐次线性微分方程在区间 a＜x＜b上存在 n个线性无关的解，通解

是它们的线性组合。

【定理 6.2】齐次线性微分方程线性无关的充要条件是它们的朗斯基行列式在 a
＜x＜b上恒不为零。

【定理 6.3】设 m1(x),…,mn(x)是齐次线性微分方程的基本解组，则非齐次线性微

分方程的通解为 y=C1m1(x)+…+Cnmn(x)+m*(x)，而m*(x)= 


n

k

x

x
k

k dssf
s
sxm

1 0

)(
)(W
)(W)(

是方程的一个特解。这里 W(x)是朗斯基行列式，Wk(x)是 W(x)中第 n行第 k列元

素的代数余子式。

6.3.2 常系数高阶线性微分方程

考虑线性微分方程 y(n)+a1y(n-1)+…+an-1y'+any=f (x)，写成 dy/dx=Ay+f (x)的形式。

先求基解矩阵，det(λE-A)=λn+a1λn-1+…+an-1λ+an，称为特征方程。

【定理 6.6】设特征方程在 C 中有 s个根λ1,…,λs，重数为 n1,…,ns，则函数组

xnxxxnxx ssss exxeeexxee  11 ,,,,,,,, 1111   是基本解组。

待定系数法：设非齐次线性微分方程常数项是 f (x)=Pm(x)eμx,Pm(x)是 m次多项式，

则有φ*(x)=xkQm(x)eμx形式的特解，其中 Qm(x)是 m次多项式(系数待定)，μ是特征

方程的 k重特征根。又设 f (x)=[Am(x)cos(βx)+Bl(x)sin(βx)]eαx，其中 Am(x)和 Bl(x)
分别是m次和 l次多项式，则有φ*(x)=xk[Cn(x)cos(βx)+Dn(x)sin(βx)]eαx形式的特解，

其中 Cn(x)和 Dn(x)是 n次的多项式(系数待定)，n=max{m,l}，k是α±iβ作为特征

方程的特征根的重数。
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8 定性理论与分支理论初步

8.1 动力系统，相空间与轨线

假设运动质点M在时刻 t的空间坐标为 x，并且已知它在 x点的运动速度为 v(x)，
则 M的运动方程为 dx/dt=v(x)，这是一个自治微分方程。如果 v(x)满足解的存在

和唯一性定理的条件，则对于任何初值 x(t0)=x0，方程存在唯一的满足初值条件

的解 x=f (t,t0,x0).它描述了质点 M在 t0时刻经过 x0点的运动。我们称 x取值的空

间为相空间，(t,x)取值的空间称为增广相空间。v(x)在相空间中定义了一个速度

场，而解的表达式在相空间中给出了一条与速度场吻合的光滑曲线(轨线)。满足

v(x0)的点称为方程的平衡点。若存在 T，使得 f (t+T,t0,x0)=f (t,t0,x0)，则称为闭轨。

把满足存在与唯一性条件的微分方程成为一个动力系统。

基本性质：1°积分曲线的平移不变性：积分曲线在增广相空间中沿 t轴任意平

移后还是积分曲线；

2°过相空间每一点轨线的唯一性；

因此我们仅需考察初始时刻 t0=0 的解，并记 f (t,x0)=f (t,0,x0)。
3°群的性质：f (t2,f (t1,x1))=f (t2+t1,x0)。
8.2 稳定性

8.2.1 李雅普诺夫稳定性的概念

考虑 ),( xfx t
dt
d

 ，f对 x∈GRn 和 t∈R 连续，并对 x 满足 Lipschitz 条件。设

x=g(t)在[t0,+∞)上有定义，如果对 ε＞0，存在δ＞0，使得只要|x0-g(t0)|＜δ，则

方程以 x(t0)=x0 为初值的解 x(t,t0,x0)在[t,+∞)上存在，并且|x(t,t0,x0)-g(t)|＜ε， t
∈[t0,+∞)，则称解 x=g(t)是李雅普诺夫稳定的。假设 x=g(t)是李雅普诺夫稳定的，

且存在δ1，使得只要|x0-g(t0)|＜δ1，就有 0))(),,((lim 00 


ttt
t

gxx ，则称解 x=g(t)

是李雅普诺夫渐近稳定的。

下面只考虑零解 x=0 的稳定性，即假设 f (t,0)=0。事实上，在变换 y=x-g(t)之下，

我们总可以转换成这种情形。

8.2.2 按线性近似判断稳定性

),()( xxx tNtA
dt
d

 ，A(t)是连续的 n阶矩阵函数，N(t,x)∈C(G)，G={t≥t0,|x|≤

M}，N(t,x)对 x满足 Lipschitz 条件，N(t,0)=0， 0
||

|),(|lim
0||


 x

x
x

tN
对 t≥t0一致成立。

我们讨论其线性化方程 xx )(tA
dt
d

 。

【定理 8.1】线性方程中的矩阵 A(t)为常矩阵，则

1°零解是渐近稳定的，当且仅当 A 的全部特征根都有负的实部；

2°零解是稳定的，当且仅当 A 的全部特征根都有非负的实部，并且那些实部为
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零的特征根所对应的若尔当块都是一阶的；

3°零解是不稳定的，当且仅当 A 的特征根中至少有一个实部为正，或者至少有

一个实部为零，且它所对应的若尔当块是高于一阶的。

【定理 8.2】设方程 ),()( xxx tNtA
dt
d

 中的 A(t)=A 是常矩阵，而且 A 的特征根

都具有负的实部，则零解是渐近稳定的。

【定理 8.3】条件同定理 8.2，而且 A 的特征根中至少有一个具有正的实部，则

零解不稳定。

8.2.3 李雅普诺夫第二方法

考虑自治系统 )(xfx


dt
d

，假设存在标量函数 V(x)在区域|x|≤M 上有定义，并且

有连续的偏导数。先对 V提出如下几组条件：

条件 I V(0)=0；V(x)＞0，当 x≠0时。（定正函数）

条件 II n
n

f
x
Vf

x
V

dt
dV








 1
1

|方程 ＜0，当 x≠0时。（ 方程|
dt
dV

是定负函数）

条件 II* 方程|
dt
dV

≤0。（ 方程|
dt
dV

是常负函数）

条件 III 方程|
dt
dV

＞0，当 x≠0时。（ 方程|
dt
dV

是定正函数）

【定理 8.4】1°条件 I+II 成立，则零解渐近稳定；

2°条件 I+II*成立，则零解稳定；

3°条件 I+III 成立，则零解不稳定。

编者注：常见解法：线性方程特征值；李雅普诺夫第二方法；相图分析（可以通

过 dx/dy=f (x,y)/g(x,y)解出；高次方程降成线性方程组）

8.3 平面上的动力系统，奇点与极限环

8.3.1 初等奇点

考察 
















y
x

A
y
x

dt
d

，其中 A=(a,b;c,d)是常矩阵。

当矩阵 A 非退化时，称(0,0)为系统的初等奇点；否则称它为高阶奇点。初等奇

点都是孤立奇点，而线性高阶奇点都是非孤立的。

作线性变换 



















T
y
x

，T 是可逆矩阵，则系统变为 















 







ATT
dt
d 1 。选取适

当 T，可使 T-1AT 称为 A 的若尔当标准型。假设 A 已是实的若尔当标准型，具

有下列形式之一： 










    0

0    
, 











    1

0    
, 







 



    
  

。

1°解为 y=C|x|μ/λ和 x=0。
当λ=μ时：若λ＜0，则奇点(0,0)渐近稳定；若λ＞0，则奇点(0,0)不稳定。这两种

情况下，把(0,0)称为星形结点。

当λ≠μ且λμ＞0 时：若λ,μ＜0，则奇点(0,0)渐近稳定；若λ,μ＞0，则奇点(0,0)不
稳定。这两种情况下，把(0,0)称为两向结点。
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当λ≠μ且λμ＜0 时：奇点(0,0)不稳定，称为鞍点。

2°解为 ||ln xxCxy


 和 x=0。曲线族每一条曲线都在(0,0)点与 y轴相切，称

为单向结点。

当λ＜0 时，奇点(0,0)渐近稳定；当λ＞0 时，结点不稳定。

3°解为 )exp( 

Cr  ，其中常数 C≥0， r

dt
dr  ， 


dt
d

。

当α＜0 时，奇点(0,0)渐近稳定；当α＞0 时，奇点(0,0)不稳定；这两种情况称(0,0)
为焦点。当α=0 时，奇点(0,0)稳定，称中心点。

【定理 8.5】对于系统 
















y
x

A
y
x

dt
d

，记 p=-tr[A]，q=det[A]，我们有

1°当 q＜0 时，(0,0)是鞍点；

2°当 q＞0 且 p2＞4q时，(0,0)是两向结点；

3°当 q＞0 且 p2=4q时，(0,0)是单向结点或星形结点；

4°当 q＞0 且 0＜p2＜4q时，(0,0)是焦点；

5°当 q＞0 且 p=0 时，(0,0)是中心点。

在情形 2)~4)中，当 p＞0 时奇点(0,0)稳定，当 p＜0 时不稳定。

9 边值问题

9.1 施图姆比较定理

考虑二阶线性方程 y''+p(x)y'+q(x)y=0。
【引理 9.1】齐次线性微分方程的任何非零解零点都是孤立的。

【定理 9.1】设 y=f1(x)和 y=f2(x)是齐次线性方程的两个非零解，则：

1°它们是线性相关的，当且仅当它们有相同的零点；

2°它们是线性无关的，当且仅当它们的零点是互相交错的。

【定理 9.2】设有两个齐次线性方程 y''+p(x)y'+Q(x)y=0 和 y''+p(x)y+R(x)y=0，R(x)
≥Q(x)恒成立。设 y=f (x)是方程 1 的一个非零解，而且 x1和 x2是两个相邻的零点。

则方程 2 的任何非零解 y=g(x)在[x1,x2]上至少有一个零点 x0。


