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概率论

1 事件与概率

1.1 随机现象与统计规律性

·不确定性

·随机试验

·事件

·样本空间Ω：所有可能的实验结果组成的集合

·概率 P(A)的含义：1°事件的频率(客观)；2°事件的置信度(主观)
1.2 样本空间与事件

·样本/点：一个试验结果，ω
·样本空间/全集：所有试验结果，Ω
·事件/子集：部分试验结果，A,B,……,Ω,Ø
·事件 A 发生：本次试验结果ω∈A
·概率：可能性，P(A)
·“交”，A∩B，AB：事件 A 发生且事件 B 发生

·“并”，A∪B：事件 A 发生或事件 B 发生

·不交，AB=Ø：不相容，互斥；此时 A∪B 也记为 A+B

·“补”，A =Ac={ω:ωA}：逆事件，对立事件

·“差”，A\B=A B ；当 BA 时，记为 A-B

·有限交：A1,…,An全部发生

·有限并：A1,…,An中至少有一个发生

·可列交：所有事件 Ai,i≥1 都发生

·可列并：存在某个事件 Ai发生

·若 B1B2…，则 
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·若 B1B2…，则 
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1.3 古典概型

·有限样本空间：Ω={1,2,3,…,n}；基本事件：{i}；概率：P(A)=Σi∈Api；其中 pi

≥0， i；Σipi=1；含义：权分配，pi，P({i})
·古典概率模型：pi=1/n，事件 A 的概率定义为 P(A)=|A|/|Ω|

·Jordan 公式：   
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·基本性质：1. 非负性；2. 规范性；3. 可加性

1.4 几何概型

·几何概率模型：ΩRd，|Ω|＜∞，事件 A 的概率定义为
||
||)(



AAP 。
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·基本性质：1. 非负性；2. 规范性；3. 可加性；4. 连续性

1.5 概率空间

·基本假设：非负性，P(A)≥0；归一化，P(Ω)=1；
·直观要求：可列可加性，P(∑nAn)=∑nP(An)；

·若 F 2Ω满足下列三条，则称 F 为Ω的一个σ-代数：1°Ω∈F；2°若 A∈F，

则 Ac∈F；3°若 A1,A2,…∈F，则∪iAi∈F。
·σ-代数的含义：观测能力、信息量

·A 生成的σ-代数：包含 A 的最小σ-代数， 
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·离散σ-代数，基本事件：Ai,i∈I，其中 I={1,2,3,…,n}或{1,2,3,…}是Ω的划分；

A={Ai: i∈I}，F=σ(A)={
Ji

iA


: IJ  }

·Borel σ-代数 B(·)：开集生成的σ-代数

·假设 F 是Ω的一个σ-代数，若 P:F→R 满足下列三条，则称 P 为(Ω,F)上的一个

概率：1°非负性；2°规范性；3°可列可加性。其中Ω是样本空间，(Ω,F)是可

测空间，(Ω,F,P)是概率空间。

·概率的性质：

1°P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB)；
2°P(A∪B)≤P(A)+P(B)；
3°P(∪nAn)≤ΣnP(An)（可列次可加性）；

4°P(AB)≥P(A)+P(B)-1。

2 条件概率与统计独立性

2.1 条件概率，全概率公式，贝叶斯公式

·假设(Ω,F,P)是一个概率空间，B∈F 且 P(B)＞0，A∈F，称
)(
)(

BP
ABP

为在 B 发

生的条件下，A 发生的条件概率。记为 P(A|B)或 PB(A)。
·PB(A|C)=P(A|BC)；P(A1A2…An)=P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1A2)…P(An|A1A2…An-1)。
·全概率公式：假设 Ai,i∈I 是Ω的一个可数划分，则 P(B)=ΣiP(Ai)P(B|Ai)。
·划分可改为 P(AiAj)=0；P(∪iAi)=1；P(Ai)≥0。

·贝叶斯公式：设 Ai,i∈I 是Ω的一个可数划分，则 P(Ai|B)=

j
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2.2 事件的独立性

·若 P(AB)=P(A)P(B)，则称 A,B 相互独立。

·若 P(AiAj)=P(Ai)P(Aj), ji  ，则称 Ai,i∈I 两两独立。

·若 )()()(
11 kk iiii APAPAAP   , niink k  11, ，则称 Ai,i∈I 相互独

立。相互独立的事件集可以对每个事件做补集运算，依旧相互独立。

2.3 伯努利试验与直线上的随机游动

·（小）试验：(Ωi,Fi,Pi)：第 i 个小试验，i=1,2,…,n（或 i≥1）
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·大试验的样本空间Ω = Ω1×Ω2×……×Ωn，ω = (ω1,ω2,…,ωn)

·事件： niiiiiii AAAA    1121}:{ 

·σ代数 F = σ({A1A2…An})

·概率 P：与小实验相容， )()( iii APAP 

·相互独立的小试验： 
i

in APAAP )()( 1 ，P = P1×P2×…×Pn

·独立重复试验：(Ωi,Fi,Pi) = (Ω1,F1,P1)， i

3 随机变量与分布函数

3.1 随机变量及其分布

·设 F 是Ω上的σ代数，若 X:Ω→R 满足{X≤x}∈F， x∈R，则称 X 为一个随

机变量。

·X 生成的σ代数，σ(X):=σ({X≤x}|x∈R)={{X∈B}，B∈Borel(R)}。
·X 是随机变量当且仅当σ(X)F。
·分布μ：(R,B)上的概率，随机变量 X 的分布μX,L(X):B→P(X∈B)。
·分布列，μ({xk})=pk，其中 xi互不相等，pk≥0，Σkpk=1。
·离散型随机变量 X：P(X=xi)=pi。

·伯努利分布 X~B(1,p)，P(X=1)=p，B(X=0)=q=1-p。
·X~B(1,p)，A={X=1}，则 P(X=1A)=1 记为 X=1A a.s.。
·二项分布 X~B(n,p)，P(x=k)=Cnkpkqn-k。（独立重复试验）

·超几何分布，X~H(N,M,n)，P(x=k)=CMkCN-Mn-k/CNn。（N 个产品 M 个正品抽 n
次）

·给定 n，当 N→∞时，M/N→p 时，h(k;N,M,n)→b(k;n,p)。
·几何分布：X~G(p)，P(x=k)=qk-1p。（第 1 次打中是第 k 发的概率）

·几何分布的无记忆性：P(x-k=m|x＞m)=P(x=k)。
·帕斯卡分布：X~P(r,p)，P(x=k)=Ck-1k-rqk-rpr。（打中第 r 次是第 k 次打靶的概率）

·负二项分布：X~NB(r,p)，P(x=k)=Cr+k-1kqkpr。（打中第 r 次是第 k+r 次打靶的

概率）

·泊松分布：X~P(λ)，P(x=k)=  e
k

k

!
。

·概率密度函数 p(x)，  


x
dyypx )(]),(( ，其中 p(x)≥0， 1)(  dxxp 。

·连续型随机变量  


x
dyypxXP )()( 。

·单独谈论一个点 x对应的 p(x)是没有意义的。

·均匀分布：X~U(a,b)，p(x)=1/b-a，a＜x＜b。
·指数分布：X~Exp(λ)，p(x)=λe-λx，x≥0。是几何分布的极限，其中λ=np，1/n
是时间间隔。

·指数分布无记忆性，P(X-t＞s|X＞t)=e-λs。

·正态分布：X~N(μ,σ2)，p(x)= 2

2

2
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·Gamma 分布：X~Γ(r,λ)，p(x)= xr
r

ex
r

 


1

)(
。

·X的分布函数：F(x)=P(X≤x)。
·F=FX:X→P(X≤x)满足：1°单调性；2°归一性；3°右连续性。

·等价函数： )()(ˆ xXPxF  。

·尾分布函数：GX(x)=1-F(x)=P(X＞x)，GX表示由随机变量 X诱导的函数。

·连续型：F是 R 上的连续函数，在一定条件下 pX(x)=-G'X(x)。
·同分布：分布函数/分布列/密度相同。

3.2 随机向量,随机变量的独立性

·随机向量：同一个(Ω,F)中的多个随机变量。

·{X≤x}：{X1≤x1,…,Xn≤xn}={X∈D}，D=(-∞,x1)×…×(-∞,xn)。
·联合分布：B→μξ(B)，B 是 Borel(R2)。
·联合分布函数 F(x,y)=P(X≤x,Y≤y)，满足：1°单调性；2°归一性；3°右连

续性；4°对任意 a1＜b1，a2＜b2，有 F(b1,b2)+F(a1,a2)-F(a1,b2)-F(a2,b1)≥0。
·边际分布列：P(X=xi),i∈I。
·条件分布列：固定 i，P(Y=yj|X=xi), j∈J。
·联合分布列：P(X=xi,Y=yj),i, j∈I,J。

·连续型：(X,Y)有联合概率密度函数 p(x,y)，   


x y
dvduvupyYxXP ),(),( 。

·边缘密度：pX(x)=  dyyxp ),( 。

·条件密度：固定 x，PY|X(y|x)=p(x,y)/pX(x)。

·多元正态分布： ),(~ μX N ， )}()(
2
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·多元正态分布的边缘分布与条件分布都是正态分布。

·二元正态分布， ),( 21 μ ， 
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·随机变量的相互独立性： )()(),,( 1111 nnnn xXPxXPxXxXP   ，则

称 X1,…,Xn相互独立。

·离散型：X1,…,Xn独立当且仅当 P(X1=x1,…,Xn=xn)=P(X1=x1)…P(Xn=xn)。
·连续型：X1,…,Xn独立当且仅当 p(X)=p(x1)…p(xn)。
·独立充分条件：p(x,y)=f (x)g(y)。
·独立充分条件：pY|X(y|x)=g(y)。
·随机变量独立的性质：假设 X1,…,Xn相互独立，则：

1°假设 gi是一元可测函数，则 gi(Xi)相互独立；

2°假设 f (X1,…,Xk)是 k元可测函数，则 f (X1,…,Xk),Xk+1,…,Xn相互独立。
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3.3 随机变量的函数及其分布

·Y = f (X)，f是 Borel 函数。

·目标：求 Y的分布。

·离散型： 



ji yxfi
ij pyYP

)(:
)( 。

·分布函数的广义逆： })(:inf{:)(1 uxFxuF  。

·F-1(u)是 Borel 函数。

·x0=F-1(u)≤x iff u≤F(x)。
·取 U~U(0,1)，令 X=F-1(u)，则 FX= F。这表明任意分布函数都是某随机变量的

分布函数。

·连续型，f严格单调，y=f (x)，pY(y)|dy|=pX(x)|dx|。
·若 X 与 Y 独立，则 f (X)与 g(Y)独立。

·连续型，f :Rn→Rn，x→y。
·一对一：pX(x)|dx|=pY(y)|dy|，pY(y)=pX(x)·|dx/dy|。
·方法：分布函数法、补变量法。

·μ*v = L(x+y)，其中 X~μ，Y~v，且 X与 Y独立。

·一族分布Π满足可加性/再生性是指μ*v∈Π， μ,v∈Π。

·若 X1,X2,… i.i.d.，Sn=Σi=1,2,…Xi，则 L(Sn)*L(Sm)=L(Sn+m)。
·χ2(n)=Γ(n/2,1/2)，具有自由度 n的χ2分布。

4 数字特征与特征函数

4.1 数学期望

·时间平均：大量观测值的算术平均。

·空间平均：所有可能值的加权平均。

·离散型：若Σkpk|xk|＜∞，则称Σkpkxk为 X 的数学期望，记为 EX。反之，则称 X
的期望不存在。

·分布的数字特征：若 X=Y i.i.d，则 EX=EY。

·X 取非负整数，EX= 









01

)()(
nn

nXPnXP 。

·连续型：若∫|x|p(x)dx＜∞，则称∫xp(x)dx 为 X 的数学期望，记为 EX。

·X 取非负，EX= 


0
)( dxxG 。

·Lebesgue-Stieltjes 积分：    i
iii xFxFxxxdF ))()((lim)( 10

。

·若∫|x|dF(x)＜∞，则称∫xdF(x)为 X 的期望，记为 EX。

·若 X 有界：P(|X|≤M)=1，则期望存在。

·数学期望的性质：1°x=c，则 EX=c；2°单调性：若 X≥Y，则 EX≥EY；3°
线性：E(aX)=aE(X)，E(X+Y)=EX+EY。

·若 X≥0 且 EX=0，则 X=0。

·若 X≥0 且 EX＜∞，则 01lim)(lim   xXxx
EXxxG 。

·函数的期望：Y=f(X)，则 EY=  )()( xdFxf 。
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·相互独立则：E(XY)=(EX)(EY)。
·Jensen 不等式：f(x)是凸函数，则 Ef(X)≥f(EX)。
·Y 关于事件 A 的条件期望：E(Y|A)=∫xdFA(x)，其中 FA(x)=P(Y≤x|A)。
·Y 关于 X 的条件变量：E(Y|X)=f(X)。
·X 是离散型：f(x)=E(Y|X=x)，ΣjyjP(Y=yj|X=x)。
·X 是连续型：f(x)=E(Y|X=x):=limε→0E(Y|x-ε＜X＜x+ε)，∫ypY|X(y|x)dy。
·重期望公式：EY=EE(Y|X)=Ef(X)。
·离散型：Ef(X)=Σif(xi)P(X=xi)=Σi,jyjP(X=xi,Y=yj)=EY。

4.2 方差、相关系数、矩

·方差：假设 E|X|＜∞，若 E(X-EX)2=E(X2)-(EX)2有限，则称它为 X 的方差，记

为 var(X)或 DX。

·标准差：σX= )Xvar( 称为标准差。

·矩：EXk，E(X-EX)k，EeaX。

·线性变换：var(a+bX)=b2var(X)。
·标准化：X*=(X-μ)/σ，EX*=0，DX*=1。
·Chebyshev's 不等式：P(|X-EX|≥ε)≤DX/ε2。

·假设 EX2,EY2＜∞，称 E(X-EX)(Y-EY)为 X,Y 的协方差，记为 cov(X,Y)。
·和的方差：var(X+Y)=var(X)+var(Y)+2cov(X,Y)，独立 var(X+Y)=var(X)+var(Y)。
·计算公式：cov(X,Y)=E(XY)-(EX)(EY)。
·对称双线性函数：X'=aX+c，Y'=bX+d，则 cov(X',Y')=ab·cov(X,Y)。
·Cauchy 不等式：(EXY)2≤EX²EY²，取等号条件 Y=aX。

·L2={X|EX2＜∞}，定义内积(X,Y)=EXY，夹角<X,Y>=||X||·||Y||·cosθ。
·L02=R⊥={X∈L2|EX=0}，有 X=(X-EX)⊕EX。

·相关系数：
)var()var(

),cov(
YX

YX
 。

·若 X'=aX+c，Y'=bY+d，则ρX',Y'=ρX,Y(ab＞0)或-ρX,Y(ab＜0)。
·ρ=1 iff Y=aX+b，a＞0；ρ=-1 iff Y=aX+b，a＜0
·不/正/负相关；ρ=0/≥0/≤0。
·完全正/负相关：ρ=1/-1。
·独立则线性不相关，但反之不然。

·假设 A,B 是事件：A,B 不/正/负相关：P(AB)=/≥/≤P(A)P(B)。
·二维正态分布时：不相关(ρ=0)当且仅当独立。

·X=(X1,…,Xn)T，期望：EX=(EX1,…,EXn)T，协方差矩阵∑=(σij)n×n，σij=cov(Xi,Xj)，
∑是半正定对称矩阵，正定 iff 1,X1,…,Xn线性无关。

·最佳预测：目标：找 Y'∈Y，使得 E(Y-Y')2=minV∈YE(Y-V)2。结论：Y'是垂足。

·若 Y=R，则 Y'=EY。

·若 Y={a+bX|a,b∈R}，其中 EX=0，EX2=1，则 b=cov(X,Y)。
·若 Y={f (X):Ef (X)2＜∞}，则 f (X)=E(Y|X)。
·随机变量 X,Y线性相关的强弱由ρX,Y刻画，|ρX,Y|越接近 1，越线性相关。

4.4 母函数

·设 X取非负整数，P(X=k)=pk，称 ]1,1[,
0






ssp
k

k
k 为 X的母函数，记为 gX(s)。
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·分布的性质：X=Y 当且仅当 gX=gY。
·g(s)=EsX。
·矩：对 s∈(-1,1)，g'(s)=p1+2p2s+…+kpksk-2+…=EXsX-1。g''(s)=EX(X-1)sX-2。

g(l)(s)=EX(X-1)…(X-l+1)sX-l。知 EX=g'(1),EX 2=g''(1)+g'(1)。
·乘积：若 X与 Y独立，则 gX+Y(s)=gX(s)gY(s)。

·X~G(p)，则
qs
pssg



1

)( ；X~B(n,p)，则 g(s)=(q+ps)n；X~P(λ)，则 g(s)=eλ(s-1)。

·复合：ξ1,ξ2,…独立同分布，且它们与 W 独立。令 X=ξ1+…+ξW，则 gX=gW(gξ)。
·凸组合：X,Y,ξ相互独立，ξ~B(1,p)。令 W=X·1{ξ=1}+Y·1{ξ=0}，则 gW=pgX+qgY。
4.5 特征函数

·称 EeitX=Ecos(tX)+iEsin(tX)为 X 的特征函数，记为 fX(t)。
·基本性质：f(0)=1；||f(t)||≤1；f 一致连续；f 半正定（t1,t2,…,tn∈R，aij=f(ti-tj)，
则(aij)半正定）。

·B-K 定理：f:R→C 满足 f(0)=1，连续，半正定，则存在 X 使得 f=fX。

·逆转公式&唯一性定理： 







T

T

itxity

T
dttf

it
eeyFxF )(lim

2
1)()(


，x,y∈C(F)

（连续点）。若  dxxf |)(| ，则分布函数连续可导，且   dttfexp itx )(
2
1)(


。

·性质：乘积：X 与 Y 独立，则 fX+Y(t)=fX(t)fY(t)。

·X~B(n,p)，fn(t)=(q+peit)n；X~P(λ)， )1()( 
iteetf 

 。

·凸组合：X,Y,ξ相互独立，ξ~B(1,p)。令 W=X·1{ξ=1}+Y·1{ξ=0}，则 fW=pfX+qfY。
·若 EXk存在，则 f(k)(0)=ikEXk，且成立 Peano 余项的 Taylor 公式。

·X 与 Y 独立 iff fX,Y(t,s)=fX(t)fY(s)。
·X 与 Y 独立 fX+Y(t)=fX(t)fY(t)，反之不然（cauchy distribution）。

4.6 多元正态分布

·密度函数： )}()(
2
1exp{

||)2(

1)( 1

2
1

2







  xxxp T
nX

·非退化线性变换：Y=v+BX~N(v+Bμ,BΣBT)。取 B=
1

 ，v=μ，则 Y~N(0,I)。

·特征函数：Z~N(0,I)，
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X~N(μ,Σ)， }
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·高斯分布：Σ半正定，若 X 的联合特征函数为 }
2
1exp{)( ttittf T  ，则称 X

服从高斯分布 N(μ,Σ)，也称 X 为一个高斯向量。

·数字特征：期望：EX=μ，协方差矩阵：Σ。
·X~N(μ,Σ) iff  a1,…,an，Y:=ΣiaiXi~N(μ,σ2)。
·高斯分布：不相关独立。
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·一般情形：rank(Σ)=r，则存在 1≤i1＜…＜ir≤n使得 Y~正态分布。

·存在 Z~N(0,Ir×r)以及列满秩矩阵 An×r使得 X=μ+AZ。
·存在 Z~N(0,In×n)以及秩为 r 的方阵 An×n使得 X=μ+AZ。
·X=(Y1,…,Yr,Wr+1,…,Wn)~N(μ,Σ)，假设 Y 服从正态分布，求 L(W|Y=y)。
·正交分解：找 B(n-r)×r使得 V=(W-BY)且 V⊥Y。

·协方差：cov(Vk,Yi)=(Σ21-BΣ11)ki。取 B=Σ21Σ11-1，则 L(By+V)=N(w+B(y-v),Σ22)。

5 极限定理

5.1伯努利试验场合的极限定理

·假设 X=X1,X2,…独立同分布，P(X=1)=p，P(X=0)=q。
·伯努利大数定律：P(|Sn/n-p|≥ε)→0。

·如果任意ε＞0，都有 lim P(|ξ-ξn|≥ε)→0，则称ξn依概率收敛到ξ，  P
n 。

·Sn*=(Sn-np)/ npq ，则 P(a＜Sn*≤b)→ 
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5.2 依概率收敛&几乎必然收敛

·如果 lim E|ξn-ξ|r=0，称ξnr 阶收敛到ξ，  r
n 。

·r 阶收敛依概率收敛，反之不然。

·ξn依概率收敛到ξ，E|ξn|r→E|ξ|r，则ξnr 阶收敛到ξ。
·弱大数定律：若 X1,X2,…满足***，则 Sn/bn-an依概率收敛到 0。
·切比雪夫弱大数定律：***：两两不相关，var(Xi)≤M，则(Sn-ESn)/n 依概率收

敛到 0。
·马尔可夫弱大数定律：***：var(Sn)=o(n2)，则(Sn-ESn)/n 依概率收敛到 0。
·有界收敛定理：ξn依概率收敛到ξ，且 P(|ξn|≤M)=1，则 lim Eξn=Eξ。
·定理：设 X=X1,X2,……独立同分布，E|X|＜∞，则 Sn/n 依概率收敛于 EX。

5.4 几乎必然收敛&强大数定律

·如果 P(limξn=ξ)=1，那么称ξn几乎必然收敛到ξ，记为ξn→ξ a.s.。
·令 An,ε={|ξn-ξ|＞ε}，则 
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·对任意事件 A1,A2,…，令 
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·Borel-Cantelli 引理：s=


1
)(

n
nAP 。若 s＜∞，则 P(An i.o.)=0；若 s=∞，且 A1,…

相互独立，则 P(An i.o.)=1。
·几乎必然收敛依概率收敛，反之不然；几乎必然收敛和 r 阶矩收敛没有互推

关系。

·若ξn依概率收敛到ξ，则存在子列{nk}使得ξnk几乎必然到ξ。
·ξn依概率收敛到ξ iff 任意子列都有子列几乎必然收敛到ξ。
·强大数定律：若 X1,X2满足***，则 Sn/bn-an几乎必然收敛到 0。
·Borel-Cantelli 强大数律：X1,X2…相互独立，E(Xi-EXi)4≤M，则(Sn-ESn)/n 几

乎必然收敛到 0。
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·定理：X=X1,X2,…独立同分布，EX2＜∞，则 Sn/n 几乎必然收敛到 EX。

·Kolmogorov 强大数律：X=X1,X2,…独立同分布，E|X|＜∞，则 Sn/n 几乎必然收

敛到 EX。

·Kolmogorov 强大数律：X1,…独立， 
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·若 X1,X2,…独立，且 Sn/n 几乎必然收敛到 Y，则 Y 退化。

·若 i.i.d.，且 Sn/n 几乎必然收敛到 a，则 a=EX。

·若 i.i.d，则 Xn/n 几乎必然收敛到 0 iff E|X|＜∞。

·定理：X=X1,X2,…独立同分布，EX=∞，Sn/n 几乎必然收敛到∞。

5.3 依分布收敛&中心极限定理

·如果 x∈C(Fξ)，都有 lim Fξn(x)=Fξ(x)，则称ξn依分布收敛于ξ（没有考察ξn的

取值，只考察了ξn的分布；原像ω测度一样，但原像ω取值可以不一样）。

·依概率收敛依分布收敛，反之不然。

·依分布收敛于常数依概率收敛于常数。

·有界收敛定理：ξn有界，依分布收敛于ξ，则 Eξn→Eξ。
·ξn依分布收敛到ξ iff Ef(ξn)=Ef(ξ)， f∈F。（F 可取：1(-∞,b]，其中 b∈C(Fξ)(的
稠密子集)；1(a,b]，其中 a,b∈C(Fξ)；阶梯函数；有界连续函数；三角函数）

·定理：ξn依分布收敛到ξ iff 特征函数 fξn(t)→fξ(t)收敛。

·定理：若 fξn(t)→f(t)且 f 在 t=0 连续，则 f 是特征函数，ξn依分布收敛。

·中心极限定理：X=X1,X2,…i.i.d，0＜DX＜∞，则 Sn*依分布收敛到 N(0,1)。
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·研究对象： 
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。假设 X1,X2,…独立同分布，EXk=μk，DXk=σk2，

Bn2=∑k=1,…,nσk2。
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·Lindeberg-Feller CLT：Lindeberg 成立 iff Sn*依分布收敛到 N(0,1)且 Feller 成立。


	·L02=R⊥={X∈L2|EX=0}，有X=(X-EX)⊕EX。

